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0. INTRODUCCION

El desarrollo de softwareconsiste en, dado yproblema, encontrar uprograma (o
conjunto de programas) que lo resuelva de formactar y eficientemente.

En general, el desarrollo de software tiene 4 fases

1. Andlisis: Dado un problema, inicialmente se hace el anaislisnismo, de manera
gue obtengamos una especificacion clara y coneispud es lo que se quiere hacer.

2. Disefo:A partir de la especificacion, se hace un disefigptbgrama que se va a
hacer, después del cuél se obtendrén los algoriewessarios para poder escribir el
programa.

3. Codificacién: Una vez se tiene el disefio del programa, se peoaétiplementarlo
en el/los lenguaje(s) de programacion elegido(s).

4. Mantenimiento: Cuando el software ya esta implantado en el Idgar
implantacion, se hace seguimiento del funcionaroielet programa, asi como se toma nota
de los posibles errores detectados para ser cdosegh una version posterior.

Desgraciadamente, todos erramos y, debido a etmareanos en el proceso, a
menudo se hace necesario volver a una fase anteooejemplo, una mala comprension del
problema, puede hacer que, habiendo empezado enmaptar, se tenga que volver a la fase
de andlisis.

Cuanto mas tarde se detecta un error, mas catérf@imos de tiempo y dinero)
resulta solucionarlo, por lo que se hace necesadaetodologia de trabajopara minimizar
los errores humanos.

En la asignaturdetodologia de la Programaciorvamos a ver diferentes conceptos
y técnicas que van a facilitar el proceso de debarrsoftware:

1. Especificacion formal:nos permitird definir de manera clara que no germi
interpretaciones diferentes de qué es lo que seeghacer y qué requisitos se tendran que
cumplir para que el programa de los resultadosadiese

2. Verificacién de programas:nos ayudara a comprobar que un programa cumple
con su especificacion, de manera que podamos detzobres.

3. Documentacion de programaspermitird que el codigo pueda ser revisado y
modificado por personas diferentes al autor sidgreexcesivo tiempo en la comprension del
mismo.

4. Derivacion formal de programas:sirve para escribir de manera razonada y casi
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automdtica un programa a partir de las especifoas que cumple.

5. Transformacién de programas:nos permitird transformar de manera automatica
programas ineficientes (recursivos) en otros quenptiendo las especificaciones originales,
resulten mas eficientes.
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1. ASERCIONES LOGICAS

1.1 Definiciones y notacion

Estado (de computo) de un programabescripcion completa de los valores
asociados a todas las variables del programa emourento determinado del computo. Por
ejemplo, si un programa tiene en un momento déesu@odn las variables X e Y con los
valores 5y -24 respectivamente, su estado de dongmuese momento seria {X=5, Y=-24}.

Computo: Sucesiéon de estados de computo. Ejecucion.

Aserciones:Sonafirmaciones sobre el estado del programa, férmulas o expresion
I6gicas asociadas a un punto determinado de umgrag que nos sirven para expresar
propiedades de las variables del programa.

Se suelen incluir en el programa entre las lineasddigo como comentarios (/*...*/).

Ejemplo deasercioneasociadas alddigode un programa (con un ejemplo posible de
los estados de compyto

Caddigo +Aserciones Estado de coémputo
X=5;
[*x=5%*/ {x=5}
y= X+2;
[*x=5 N y=x+2*/ {x=5, y=7}
Z= X+y;
[¥X=5 N y=x+2 N z=x+y*/ {x=5,y=7,2z=12}

Mientras un estado de computo refleja un Unicadespasible de las variables (un
conjunto de valores), una asercion es mas gengpoade ser cierta para diferentes estados
de coOmputo.

Por ejemplo, la asercidh x=y*2 */ puede ser cierta tanto para el estado de cémputo
{x=12,y=6} como pargdx=26,y=13}. En este caso, la asercion representa un nUmsiro ca
infinito de estados de computo posibles (no eritofiporque en una maquina los nimeros
tienen una resolucion finita).

Cuando no se imponga ningumaecondicién(ver el Tema 2) 0 no se conozca ninguna
propiedad de las variables (por ejemplo al ini@oud programa), la asercién asociada sera
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[*true*/ , ya que se cumplira (el valor de verdad asociedd werdadero) para cualquier
estado de cOmputo posible.
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1.2 Légica de Primer Orden (LPO)

A la hora de escribir aserciones, necesitamosngubge [6gica de Primer Orden)
del que valernos para expresar las propiedadesunoglen las variables, con su
correspondiente alfabeto, sintaxis y semantica.

a) Alfabeto.

- Variables: contienen valores modificables durante el cmputo
P.ej.: x, a, A[], ...

- Constantes representan valores concretos y fijos.
P.ej.: 1,10, 'a', PI, ...

- Funciones operan sobre valores devolviendo otro valor.
P.ej.: +, -, %, /X, 11, ...

- Predicados funciones que devuelven un valmoleano(true o false)
P.ej.: <, =, >, par, impar, ...

b) Sintaxis.

- Términos: elementos atdmicos que combinados forman unaulérm
P.ej.: X puede ser una variable
C puede ser una constante
f(ty,...,t) es una llamada a la funcién f n-aria y.t, términos
- Férmulas: conjuncién de términos que se evalia como triaése.
atomos: p(t1,...,tn) con p predicado n-ario y n té@omsi
compuestas: siendg, @ férmulas, por ejemplo:
conectivos - vy, y* @, y—o,...
cuantificadores Vx, Ix

¢) SemanticaAsocia a cada férmula un valor booleano dependigiefiestado de
cémputo de las variables.

Diremos que unrmula esta definidao tiene valor si todas sus variables libres
(variables del programa, no ligadas a un cuantibcpatienen un valor asociado en dicho
estado.
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1.2.1 Conectivos

Unen férmulas formando férmulas compuestas. Ealiatsiguiente estan todos los
conectivos; asi como sus correspondientes val@esmdad, que utilizaremos este curso.

0 v | —o (not)| evy (or) | eay (and) | ey (si) | gy (Sii)
T T F T T T T
T F F T F F F
F T T T F T F
F F T F F T T

1.2.2 Cuantificadores

Abreviatura para una serie. Utilizaremogpara todo)3 (existe),I1(productorio),x
(sumatorio) YN (cardinal o recuento).

Todos los cuantificadores tendran waaiable ligada, que no tendré significado fuera
del ambito del cuantificador. Servira para expresaicance de una propiedad y tendra un
dominio: un conjunto de valores que se le daran a lahlarimada a los que se referira la
propiedad.

1.2.2.1¥ (sumatorio)

Lo denotaremos %‘) f(x) donde D(x) es el dominio o conjunto de valores que

tomard x (o cualquiera que sea la variable utiizaara definir el dominio), siendo ésta una
variable ligada al sumatorio, que no existira fuera del sumatorio.

El sumatorio tienasociada la sumg+). Si el dominio es vacio (dicho de otra
manera, si no se le da valores a i), devol@eemento neutro de la suma

Por ejemplo,

3

Y iP=1+2°+3=14

=

A(i)=A(1)+A(2)+ A(3)+...+ A(n)

2+ j*+3j=0

Mo I

1
(&)1

En este ultimo caso, el dominio es vacio por n@hamguna j que cumpla
5<=j<=3.
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1.2.2.211 (productorio):
Similarmente al sumatorio, lo denotarem% f(x) donde D(x) sera el dominio o

conjunto de valores que tomara x (o cualquierasgada variable utilizada para definir el
dominio), siendo ésta unariable ligada al productorio.

Tieneasociado el producta*). Si el dominio es vacio (dicho de otra mansiao se
le da valores a i), devolvedd elemento neutro del producto

Por ejemplo,

i =2x3%x4x5=120

—.

Il
N

A=A Al +1)°%A(i +2)%*..xA( )

i+i=1 (dominio vacio)

fom B o8

Il
[y

1.2.2.3 Cuantificador universal:V (para todo)

Sera de la forma V x(D(x)— P(x)) , dondex es la variable ligada, D(x) es el
dominio de la variable ligada al cuantificador x)Hé& propiedad.

Si la propiedad P(x) se cumple para todo el dondeida variable ligada, el
cuantificador se evaluara como true, y en casaaontcomo false.

Tieneasociada la operacion de implicaciof—), que se utilizard para unir dominio y
propiedades . En caso de dominio vacio, se evahgamnatrue.

Por ejemplo,
V x(10<x< 20— x*>0)=true (todos los nimeros enteros entre el 10 y el
20 elevados al cuadrado dan un nimero positivo)
YV x(x>0—- xmoo2=0)= false (no todos los nimeros son mltiplos de 2)
Vi(15<i<10— A(i)=0)=true (dominio vacio)

1.2.2.4 Cuantificador existencial3 (existe)

Tendra la forma 3x(D(x)AP(x)) , donde x es la variable ligada, D(x) es el
dominio de la variable ligada al cuantificador x)Hé& propiedad.

Si la propiedad P(x) se cumple para alguno dedtmes del dominio de la variable
ligada, el cuantificador se evaluard como truen gaso contrario como false.
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Tieneasociada la operacioén logica anéh). Si el dominio fuese vacio, se evaluaria
comofalse.

Por ejemplo,
Ix(—3<x<2Ax>0)=true (el 1 esta en el dominio y es positivo)
Ix(1<i<nAA[i|>0) (sera cierto si el vector tiene algin nimero pasiti
Ji (1<i<1Ai>x)= false (dominio vacio)

1.2.2.5 Cuantificador de recuento (cardinal)

Se expresaraN x(D(x)—P(x)) , siendo D(x) el dominio de la variable ligads
P(x) la propiedad.

A diferencia de los dos cuantificadores anteriogste no se evallia como un valor
booleano, sino como un nimero natural: el nUmerelefeentos del dominio que cumplen la
propiedad P(x).

En caso de ser el dominio vacio, se evaluara cqrya ue no habra elementos que
contar.

Por ejemplo,
Ni(1<i<8—imoc3=0)=2 (hay 2 miltiplos de 3 entre el 1y el 8)
Ni(l<i<n—- Ali]moc2=0) (devolvera el nimero de elementos pares del

vector A[1..n])
N j(2<j<2- j*=20)=0 (dominio vacio)

10
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1.2.3 Predicados

A la hora de intentar representar en LPO enunciddagan complejidad o longitud,
es a veces deseable afrontar el problema dividiérefoconceptos mas pequenios.

De similar manera a como definimos funciones cugmdgramamos para hacer mas
legible y reutilizable el codigo, podemos definiegicados que nos ayuden a hacer mas facil
de entender la férmula y poder, ademas, reutiizagh diferentes ejercicios.

Siguiendo la analogia con las funciones a la herprdgramar, definiremos un
predicado p(t, ,t,) de igual manera que le damos un nombre a unadfuyoiefinimos
cuéles seran sus parametrds, . t,)

Aunque generalmente usaremos predicados por leatexta booleana de las
aserciones, puede que nos interese definir unafuen vez de un predicado. Recordemos
gue, en lo que a esta asignatura atafe, la diflarentre ambos es que, mientras un predicado
devuelve un valor booleano, una funcion devolver&alor numérico.

Ejemplos:

- Expresar en LPO que todos los elementos de A[&on]primos:
Primero podemos definir el predicado esPrimo(x) mpediga si un nimero
cualquiera (x) es primo:
esPrim((x)=Vi(1<i<x— xmodi#0)

Una vez definido resulta mas facil generalizar pada el vector:
Y j(l<j<n-esPrim(A[j]))

- Expresar en LPO que el vector A[1..n] esta ordémde menor a mayor:
Si esta ordenado de menor a mayor, podemos defipiedicado
esMaximo(x,A,i,j) que nos dira si x es el maximoA]e.j] para luego generalizarlo al vector

entero.
esMaximi(x,A,i,j)=Vk(i<k<j— Alk]<x)

Ahora generalizamos a todo el vector:
Vi(l<i<n—-esMaxim(A[i],A,1,i—-1))
NOTA: Siempre que utilicemos un predicado o una fundidbrd que definirlo/a

previamente, igual que una funcion tiene que habdefinido antes de llamarla cuando
estemos programando.

11
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1.2.4 Operacion de sustitucion

Dada la formula @ , la variablex y el términot, definiremos &, como la férmula
resultante de sustituir todas las aparicionesdilalex port en @ . Como aparicion libre
entendemos todas aquellas que no sean variakdeiadégiel mismo nombre.

Si el términat tuviese alguna variable que apareciese como ligadahabra que
renombrarlas antes de hacer la sustitucién.

Esta es una operacion que utilizaremos amplianartedo veamos en el célculo de
Hoare el Axioma de Asignacion (AA).

Ejemplos:

(X24+2x+17))=y*+2y+17
(X<BA1l<y<5)°=x-5<5A1<y<5=x<10A1l<y<5

(Z AK) = S AlK)

k=i+1
1.2.5 Férmulas débiles y fuertes

Diremos que la formula es mas fuerte que (0 quey es mas débil que) si y sélo
si el conjunto de valores que hacen cigrtes un subconjunto de los que hacen cigrto
¢ mas fuerte quey <> {s | s (p)=true} c {s | s ()=true}

Dicho mas intuitivamente, la férmula mas fuerta@sella que tiene un menor nimero de
estados que hacen cierta la formula.

Por ejemplo,
x>0 es mas fuerte que x>=0
- ya que la segunda, ademas de todos los valoeskagqpen cierto x>0,

es cierto para x=0.
- X=0-x>0vx=0

12
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Ejercicios LPO |

Expresa los siguientes enunciados en Légica desPfrden:

© © N o g e NP

e =
N —, O

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

X es positivo.

x es nulo.

x es natural.

x es multiplo dey. Por ejemplo, 10 es multiplo de 5.
x es divisor dg. Por ejemplo, 5 es divisor de 10.

x es multiplo de 5, pero no lo es de 10

X es potencia de. 2

X €S un numero primo.

zes la suma de los n primeros nimeros naturales.

. zes la suma de una secuencia de nUmeros natuugenmienza por 1.
. En el vectoA[1..n] no hay ningun elemento negativo.
. La suma de todos los elementos de la se&didj] es mayor que cada uno de los

elementos del vectoNota: los elementos pueden ser negativos.

El vectorB[1..n] esta ordenado de manera decreciente.

Hay un unico elemento &jl..n] igual a su indice.

maxes el maximo de la secciéyji..j] .

En el vectoB[1..n] no se repite ningun elemento.

El vectorA[1..n] es capicla.

La suma de los valores absolutos de todosdwsegitos dé\[1..n] es 0.
x aparece en el vectafl..n] por primera vez en la posicion i.

El vectorA[1..n] contiene los n primeros numeros de la serie deniitei ( 1, 1, 2, 3,
5,8,13,21, ...)

En el vectoA[1..n] tenemos representados los digitos del nimeroatatur

En los vectoreA[1..n] y B[1..m] tenemos los digitos de dos nimeros naturales que
sumados dar.

13
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Ejercicios LPO Il

Decide si las siguientes implicaciones son corsegtao:

X<7—x<9
X<7—X<6
X+1l<y—-x<y+1
j—1=20- j—i+1-1>0
i<BAI>2—i<5
X<7—-X+1<7
l<i<n—-1<i<n
1<i<n-1l<i+1l<n

surrlzr_i1 A[i]—>(sum:Zn: Ali])-A[n]

© ooNorwWNE

[ —
©

sum=§A[i]—>sum+A[n]:Zn: Ali]

i 1

14
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Soluciones propuestas ejercicios LPO |

1. positivc(x)=x>0

2. nulo(x)=x=0

3.  natural(x)=x>0=x>0V x=0= positivc( x)V nulo(x)

4. multiplo(x,y)=xmody=0=32z(z>1AX=Yy*2)

5. divisor(x,y)=ymodx=0=32z(z>1A y=x*z)=multiplo(y, x)

6. imparME(x)=xmoc5=0A xmod 10 0= multiplo(x,5)A-multiplo(x,1C)
7. pot2(x)=3y(y=1Ax=2")

8. primo(x)=x>1AVi(1<i<x— xmodi#0)

9. esSumaz,n= i

10. esUnSuméz)=3n(n=1Az=> i)

i=1

11. ningunNegativ(A,n)=Vi(1<i<n- A[i|>0)=-3i (1<i<nA A[i |<0)
12. sumaSecciof ,i, j) EZ Alk
k=i

suSeMacCatk(A,i, j)=V k(1<k<n- sumaSecci¢(A,1,n)> AlKk])
13. decrecient(B,n)=Vi(1<i<n—B|i |=B|i+1])=-3i(1<i<nABJi|<B|i+1])
14. unolgualindicd A,n)=Xi(1<i<n-Ali|=i)=1
15. maxE:(may,A,i,j)=3k(i<sk<jAAlk]=may)AVk(i<k<j—- Alk]<ma)
16. aparicionegx,A,nN=Xk(l<k=<n- Alk|=X)

distintos( A,n)=V i (1<i <n— aparicione:( Ali],A,n)=1)
17. capicté(A,n)=Vi(l<i<n/2- Ali]=A[n—i+1])

18. sumaValAbsNulgA ,n EZ|A [i|=0=Vi(l<i<n—Ali]=0)

19. primeral (x,i,A,n)=V k(1<k<i— A[k|!'=x)AAli]=xA1<i<n
20. fiboA(A,N)=A[1]=1AA[2]=1AVi(2<i<n-A[i]= [ 1]+ Ali—2])
21. dig(A,n)=V k(1l<k=<n-0<A|k|<10)

n

numDig( A, n) EZ i|x10""

vectorD¢(A,n, x)=dig( A,n)A x=numDic( A, n)

15
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22. sum¢(A,n,B,m,x)=dig(A,n)Adig(B,m)Ax=nDig(A,n)+nDig(B,m)

16
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Soluciones propuestas ejercicios LPO Il

© Nk wdNE

[ —
©

X<7-Xx<9
X<7—X<6
X+1l<y—-x<y+1
j—1=0—-j—-i+1-1>0
i<BbAI>2—i<5
X<7T—-Xx+1<7
l<i<n—-1<i<n
1<i<n-l<i+1l<n

Sumzr_ilA[i]ﬁ(Sum:Zn: Ali])—A[i]

sum=§A[i]—>sum+A[n]:Zn: Ali]

i=1 i=1

17
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Cierto
Cierto
Cierto
Cierto
Falso

Cierto
Cierto
Falso

Falso

Cierto
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2. ESPECIFICACION

Una de los principales motivos para volver a usa anterior en el ciclo de desarrollo
de software (con el consiguiente coste tiempo-dinsuele ser una incorrecta comprension
del problema que se quiere solucionar.

Esto generalmente esta causado por la imprecisialitayde rigurosidad a la hora de
especificar el objetivo del programa.

Para evitar, en la medida de lo posible, ested@problemas, utilizaremos la
especificacion formal: asi definiremos de formaaclaconcisa qué se tiene que cumplir antes
de llamar a un programa y qué es lo que devohMgréograma (o funciéon).

2.1 Especificacion Pre-Post

Llamaremos especificacion Pre-Post a aquella gfieadeual es lgorecondicion y
cual es lgpostcondicionde un trozo de cddigo, definiendo como preconditadformula que
define qué se tiene que cumplir antes de ejeclt@rdigo para que al finalizar se cumpla la
postcondicion, que es la férmula que describe lecid@n entre los datos de entrada y los
resultados: lo que se cumplird al finalizar el paogg.

En términos mas sencillos, una especificacion Pst-Getermina qué tiene que
garantizar quien llame al codigo antes de llamgntecondicién) para que el programa pueda
cumplir su cometido (postcondicion).

En general, escribiremds ¢ */ P /* y */ para indicar que el programa P tiene la
precondiciénp y la postcondiciony.

Por ejemplo:

[*1<i<nasuma= Y, Alj]* =&
=1
i =i +1;
suma=suma+Ali [;

[Fl<i<nasuma= Y Alj]*/ =¥

i=1

En este ejemplo, siempre que al principio del @ogr se cumpla quessté dentro del
rango del arraA (sin ser la Gltima posicion) y que tengamos eratiablesumala suma de
los primeros elementos (precondiciog), después de ejecutarse el codigo siempre se
cumplird qué seguira estando dentro del rango del array y gue eariablesumatendremos
la suma de los primeros i elementos (postcondiain:habiendo sumado +1 a i.
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Nos interesara ademas queptacondicidon sea lo mas débil posibldo menos
exigente posible) y que [zostcondicidn sea lo méas fuerte posiblgue describa la relacion
entre datos de entrada y resultado de la manera&xaéta y concisa posible).

i
Asi, en el ejemplo anterior, /i <nAsuma= Y A[j]Asuma>0* seria una
j=1
precondicién demasiado fuerteya que no es necesario que suma sea mayor cara gue
después de las 2 instrucciones se cumpla la paktddm

De igual manera, /*1<i <n*/ seria ungostcondicion demasiado débjlya que no
expresa la relacion entre la variable suma y lesyehtos del vector.

A modo de resumen, la precondicién debe estables@ondiciones minimas que se

deben cumplir para que al final del programa spuiea la postcondicion, que debera
expresar todas las propiedades conocidas entdaios de entrada y los resultados.
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3. VERIFICACION

La verificacion es la técnica que vamos a ver mdsrefundidad y la que ocupara la
mayoria del tiempo de clase. Nos permitira dempog&iranalmente (verificar) que un
programa es correcto.

La correccidn es un término subjetivo y ambigu@&lemundo real, pero en cuanto a
esta asignatura atafie, diremos que un progran@resto si respeta su especificacion
formal.

3.1 Verificacion de correccién parcial y total

Diremos que un programa parcialmente correctosi, siempre que al inicio del
programa se cumpla la precondicion, en caso delquegrama acabe, siempre acabaréa
satisfaciendo la postcondicion.

Escribiremos /*®*/ P/*¥*/ para decir que el programa P es parcialmente ¢torrec
respecto a la especificacion formada g@precondicion) yy (postcondicion).

Diremos que un programa egalmente correctosi, siempre que al inicio de la
ejecucion se respete la precondicién, el prograrabaaa satisfaciendo la postcondicién.
Respecto a la correccion parcial se afiade adengasdatia de que el programa siempre
acabara.

Denotaremos/* ®*/ [P]/* ¥ */ la correccion total del programa P respecto a su
especificacion Pre-post.

Si definimos Ternr(®,P) como el predicado que nos dice si toda ejecucidn gee

cumpla inicialmente la precondici@va a acabar en un nimero finito de pasos, podemos
afirmar que /*®*/ [P]1/I*¥Y* =/*®* P/*¥V* +Tern(®,P)
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3.2 Célculo de Hoare

Para verificar la correccion total o parcial depuograma utilizaremos el calculo de
Hoare, que utilizaraxiomas(por ejemplo, el Axioma de Asignacionygglas de inferencia
(RCN, RCP etc...).

A la hora de verificar la correccidon de un prograelgroceso a seguir es, a partir de
la precondicién, ir deduciendo, mediante axiomasgjas de inferencia, las propiedades entre
variables que se mantendran en los diferentes paleiqprograma. El objetivo final siempre
sera demostrar que al final del programa se cuanlalipostcondicion.

Losaxiomasseran propiedades basicas indemostrables deta fét @*/ P /* ¥*/ |
donde P podria ser, por ejemplo, una asignaciéen Slgin paso anterior se hubiese
demostrado que antes de P se cumipliguedara demostrado que después de la asigrsecion
cumplira .

o X P L PR
[ ¥ PoX Py, * ¥
habiendo sido previamente demostradas las promgeddd..*/ P, /*...*/

I*.*IP,I*.* .. lareglade inferencia demostrara que sdicand
[* * P X P>

Lasreglas de inferenciatendran la forma
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3.3 Axioma de Asignacion (AA)
El primer axioma que estudiaremos sera el de asigmaEste axioma nos permitira
inferir las propiedades que se cumplirdn despuémdeasignacion.

En unaasignaciéndistinguiremos dos partes:\ariable x donde se almacenara el
valor (parte izquierda de la asignacion) yeeimino t de la parte derecha que se evaluara
como un valor (generalmente numérico).

X=t;
Antes de realizar una asignacion conoceremos uigadsepropiedades sobre las
variables que forman parte défmino t Todo aquellas propiedades t&imino tque se
conozcan antes de la asignacion, las cumplivai@ble xdespués de la asignacion.

Asi, en el siguiente ejemplo:

d=/* zmod2=0%*/
X=z;
¥Y=/*xmoc2=0Azmoc2=0%*

Sabiendo que z es un numero par antes de la agigndespués de ella siempre se
cumplird quex serd un namero par. Ademas, seguiremos sabiemdstoo dez que antes de
la asignacion, puesto que niMariable zni ninguna variable libre dgha sido modificada en
la asignacion.

En este otro ejemplo, en cambio:

d=/* x—2>0*
X=X-2;
Y =/*x>0A%x—2>0*

Después de la asignacion, no podemos afirmax{iy se siga cumpliendo, ya que
la variable libre x(que aparece en&rmino ) ha cambiado por ser ademas la variable donde
se guardara el resultado.
Enunciaremos eé\xioma de Asignacionde la siguiente manera:
[* def(t) AL AQ* x=t;[*DAQ* (AA)

donde:

- def(t) es una formula que afirma que la evaluaciértétetino tno produce error y esta
definido. Si contuviese a la variable X, no se podria afirmrdgspués de la asignacign
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puede no estar presente (0 lo que es lo mismarusat

- Qsera una férmula dond® aparecera lavariable libre xpero si podra aparecerel
término t Al ser independiente deVariable x no cambiara después de la asignacion.

- & serdaquella formula que expresara las propiediel¢érmino t antes de la

asignacion. En ellapareceran todas las variables libres deérmino ty podra
aparecer lavariable x Después de la asignacion se cumpliran las mipnogsedades
gue se cumplian antes de la asignacion pagaralno tpara lavariable x( & ).

A continuacién veremos unos cuantos ejemplos daptiearemos el AA para los
distintos casos:

Ejemplo 1:

I*y#0OAz[y=2Av=12%
z=zly,;
[* y#=0Az2=2AVv=12%/

En este ejemplo, éérmino tserd la expresion'yy la variable sera, que también
aparecera en érmino t

def(t)=y#0 ya que nos asegura que la division no nos darasuitado indefinido y,
como lavariable yno ha cambiado en la asignacion, se seguira cenajaidespués.

Igualmente, @, =z/y=2 y ®=z=2 . Describe la Gnica propiedad conocidatéemino
zlyantes de la asignacion, que después pasarasamepledad que cumpliraVariable z

Finalmente, Q=v=12 , ya que la formula no contienevariable libre zni eltérmino t

Ejemplo 2:

[*y#=0Ay/2=16*
z=y/2;
[*y#0Az=16AY/2=16*/

En este ejemplo no existe def(t), ya que la dimigatre 2 nunca dara error..
d,=y/2=16 y $=2=16 .En este caso, como\ariable zno aparece en

¢ =y/2=16 , se cumplira también que2=y/2=16 vy se seguira cumpliendo después de la
asignacion.
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3.4 Deducciones légicas

Desgraciadamente, el Axioma de Asignacion no asisnfe para inferir propiedades
después de una asignacion, ya qiie no siempre estara expresada tan claramente en
funcion del término t como en los ejemplos antesor

En el siguiente ejemplo:

[*x=y/[2*
Z=2X:
[* ?2?27? %

No podemos inferir ninguna propiedad ya que ersdacaon incial no aparece el
término 2x

Sin embargo, utilizando deducciones légicas, pawrfaresolver parte de este tipo de
problemas, ya que si sabemos guag/2, podremos deducir qux=y, con la que ya
podriamos aplicar el Axioma de Asignacion.

Veamos pues algunas de thelucciones logicagtransformaciones que no cambian el
valor de verdadie la férmula original) que utilizaremos en adedant

- AAB—A (Simplificacion

- A>AVB (Adicion)

- ((A-»B)AA)— B (Modus Ponen

- (A B)A-B)—>—-A (Modus Tollens

- ((AvB)A=B)— A (Silogismo disyuntivc

- (A-B)A(B—-Q))—(A—-Q) (Transitividad
- ((A-B)AB)— A (Falacia: INCORRECT#

Adicionalmente, a menudo utilizaremeguivalencias tautolégicago l6gicag como
las siguientes:

- (mA)—-A

- (A-B)e(—~AVB)
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- -(AVB)=-AA-B

- (AAB)V(AA-B)= A

- X<5-x-5<0

- (1<i+1<n)—>(0<i<n)—(l<i<n+1)—(1<iAi<n+1)

Ahora que ya conocemos cuales seran las herramigaeautilizaremos para
transformar las formulas volveremos al ejemplopdigicipio:

[*x=y/[2*
Z=2X:
[* ?2?27?2 %

Como deciamos, no podemos aplicar directamentaieh?f de Asignacion, ya que la
asercion anterior a la asignacion no esta en faré®x. Pero ahora que hemos visto como
transformar las formulas podemos decir:

1. x=y/2-2x=y
Y ahora si podemos aplicar AA:

2. [*2x=y*z=2x; I*z=y* (AA)

Para acabar verificando la correccion del ejemglo sos haré falta una regla de
inferencia que nos permita unir ambos pasoRegla de la ConsecuenciéRCN).
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3.5 Regla de la Consecuencia (RCN)
Esta regla nos permitird unir deducciones logicaslas aserciones inferidas
(resultados de las reglas de inferencia).
Dod,, FD P Y, ¥V, Y
[*®* P [*Y¥[*

(RCN)

Dependiendo de si necesitamos hacer deduccioresrs@s o después de aplicar la
regla de inferencia correspondiente, podremogaittilas siguientes dos variantes:

Db, [*D P Y ¥

RCN
Faqp v RN

a)

(@ P YA, ¥, Y
D P [<¥[*

b) (RCN)

Gracias a I[&CN podemos transformar aserciones y lo que verifiqueepaoa las
aserciones transformadas quedara verificado pariginales, por lo que ya podemos
retomar el ejemplo con el que empezamos y acabdicaado su correccion:

1. x=y/2-2x=y
2. [*2x=y*z=2x; [*z=y* (AA)
3. I*x=yl/2*z=2x; [* 2=y*/ (1,2RCN)

De esta manera, en el tercer paso hemos verifigaeosiempre que incialmente se
cumplax=y/2, después de la asignacion siempre se verificaya

Generalmente cuando tengamos una asignacjgandremos la asercion anterior a
ella en funcion de la parte derecha de la asignacidtérmino tdel AA) para poder aplicar
AA, y luego uniremos ambos pasos cORGN.

Ejemplo completo de calculo de Hoare:

/*suma= Y A[j|Ai<n*
=1
=i +1;
i—1
I*suma= Y Al jIni<n*/

j=1

Primero ponemos la asercion inicial en funciéri+de(término ):
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i i+1-1
1. suma=Y A[jlAi<n—suma=( Y, Alj])Ai+1<n
i=1 j=1

Ahora podemos aplicar AA sustituyendd. (término ) pori (variable X:

i+1-1 i—

2. suma=( Y. A[j)Ai+1<n*i =i +1; /*suma=(D A[j]Ai<n)* (AA)

=

j=1 ]

Il
[y

Finalmente, unimos los dos pasos con la RCN indicajué propiedades hemos
utilizado para aplicarla (en este caso las propiesl@emostradas en los pasos 1y 2):

i i—1
3. /*suma:_z Aljlni<n*i =i +1; /* suma:_z Al jlAi<n* (1,2RCN)

=1 j=1
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Ejercicios Verificacion (1)

Verifica los siguientes programas:

[* y=5*
1. [ X=yx*xy+y;
[*x=30*
[* x=y+5*
2. Z=X+5;

[*x=y+5Az=y+10%

I* suma= Y Al j]*
i=1

3. =i +1;

i—1

I* suma= Y A j "/
=1

[*1<i+1<nAj=5*

4, ] =1 +1;
[*1< j<n*/
[*2—x=y*/
5. Z=Z+X;
[* 2=2x+y*/

IF1<i<nasuma= Y, Alj]*
=1
6. suma=suma+Ali +1];
i+1
[F1<i+1<nAsuma= Y Al j]*
i=1

[* par (x)*/
1. X=X +1;
[* impar(x)*/

[* x=2Y*/
8. X =X %2
[* x=2Y"x
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Soluciones propuestas Verificacion (1)

[* y=5%
1. [ X=yx*xy+y;
[*x=30*
1. y=5-y*xy+y=3C

2. [*yxy+y=30* x=y *xy +y; [*x=30* (AA)
3. [*y=5*x=y#*y+y; [*x=30* (RCN1,2)

[* x=y+5*
2. Z=X+b5;
[*x=y+5Az2=y+10%

X=Y+5- X+5=y+5+5—->x+5=y+1C

I*x+5=y+10* z=x+5; [*z=y+10Ax+5=y+10* (AA)
2=y+10A x+5=y+10— x=y+5Az=y+10

I*x=y+5% z=x +5; /*x=y+5A2=y+10* (RCN1,2,3)

A w D PRF

I* suma= Y Al j]*
j=1

3. =i +1;

i—1

I* suma= Y A j "/
=1

i i+1-1
1. suma=Y Alj]-suma Y, Alj]
=1 =1
i+1-1 -1
2. [rsuma D, Alj]¥i =i +1; /* suma= Z j1* (AA)
J:

j=1

i -1
3. [suma= ) A[j]*i =i +1; /* suma= Z (RCN1,2

j=1

[*1<i+1<nAj=5*
4, ] =1 +1;
[*1<j<n*

1. 1<i+l<naj=5-1<i+1<n

2. [*1<i+1<n*/j =i +1; /*1<j<n*/ (AA)
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3. [*1<i+1<nA|j=5%j =i +1; *1<j<n*/(RCN1,2)

[*2—x=y*/
5. Z=Z+X;
[* 2=2x+y*/

Z2—X=Y o Z—X+2X=Y+2X—> 2+ X=Yy+2X

[* 2+ X=y+2x* z =z +X ; [*z=y+2x*/ (AA)
2=Y+2X—2=2x+Yy

I*2—x=y*z=z+x; I*2=2x+y*/ (RCN1,2,3)

A w D PRE

IF1<i<nasuma= Y, Alj]*
j=1
6. suma=suma+Ali +1];
i+1
[F1<i+1<nAsuma= Y Al j]*
j=1

(1si<n/\suma=i A[j])—>(1si<n/\suma+A[i+1]:i§ Aljl)
1. —>(1<i+1sn/\suma+A[i+1]:i_§A[j])
—(1<i+l<nAsumat Ali +1]:i_§ Aljl)

j=1

i+1
[F1<i+l<nasumarA[i+1]=Y A[j]* suma=suma+Al[i +1];
2. = i+1

[F1<i+l<nasuma= Y A[j]* (AA)

i=1

[*1<i<nAsuma= Y, Alj]* suma=suma+Al[i +1];
3. = i+1

/*1<i+1<nasuma=Y A[j]* (RCN1,2)

j=1

[* par (x)*/
1. X=X +1;
[* impar(x)*/

1. par(x)—impar(x+1)
2. [impar(x+1)* x=x+1; /*impar(x)*/ (AA)
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3. [*par(x)*x =x+1; /[*impar(x)*/ (RCN1,2)

[* x=2"*/
8. X =X *2;
[* x=2Y"Vx

1. x=2Y5x*2=2Y%2— xx2=20""
2. [Fxx2=2Y"Vx x =x %2; [* x=2"""V* (AA)
3. [x=2"% x=x%2; [*x=2"Y"*(1,2RCN)
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3.6 Regla de la composicion (RCP)

Con lo visto hasta el momento, s6lo podemos varifasignaciones sueltas. Si en vez
de una Unica tuviésemos dos seguidas, nos hadaafglina otra herramienta para hacerlo.
Ese es el objetivo de Regla de la Composici6r{RCP): unir partes simples del célculo de
Hoare para poder verificar programas compuestosars lineas.

[¥ B* P, I* B, [* &5 P I* V¥
[* ¥ P, P, /* V¥

(RCP)

Esta regla nos permite unir partes de un programeesificadas siempre que tengan
una asercion intermedia comun (en el enunciada degla @, )

Veamos con un ejemplo cémo se utiliz&RIaP:

I*suma= Y Al j|Ai<n* =/* ¥/
j=1
I =i+1,; =P,
I* &, *
suma=suma+Ali |; =P,

[*suma= D, Al jIAi<n*/ =/* ¥+

j=1

El programa esta formado por dos instruccionBs y P, , entre las cuales se
cumplirdn unas propiedades®; ) que a priori desconoceremos. El procedimientestos
casos es aplicar el AA para la primera asigha@bhgce falta transformar alguna asercion,
tendremos que aplicar la RCN), con lo que podresabsr qué se cumple e, .

Intentaremos aplicar el AA sobre la segunda instéurcy posteriormente aplicaremos la RCP
para unir las dos partes.

Por lo tanto, el objetivo final es verificar quecsamplen (a)/* */ P, /* &, * y
(b)/*®,*I P,/*¥*| para poder aplicar la RCP.

Primero, trataremos de verificafa)/*®*/ P,/*®,*/ _ Para ello, primero
formularemos @ en funcion de+1, luego aplicaremos AA y finalmente RCN:

i+1-1

1. suma=)_ A[jJAi<n—suma=( Y, A[j])Ai+1<n
=1 =

i+1-1 i—1
2. suma=( Y. A[j)Ai+1<n*i =i +1; *suma=(D  A[j]Ai<n) (AA)
i=1 j=1
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i i—1
3. Isuma=) Aljlai<n*i =i +1; *suma=)_ Al j]Aai<n*/ (1,2RCN)

i=1 j=1

Llegados a este punto, ya habremos verificadoitagpa parte (a), y sabremos que la
i—1

asercién intermedia ser&b,=/* suma=Y_ Al j|Ai<n* . Partiremos de ésta para intentar
j=1
llegar a verificar (b)/*®,*/ P,/*¥*  Empezaremos poniends?, en funcion desuma
+ A[i] . lgual que para la primera parte, luego aplicasefd y finalmente RCN:
i—1 i
4. suma= Y Alj]Ai<n—sumarAli]=D A[j]Ai<n

j=1 j=1
5. _ _
/* sumar Ali]=Y Al j]Ai<n* suma=suma+Ali |; /*suma=)_ A j]Ai<n*/ (AA)

j=1 j=1
6.
i—1 i
/* suma= Y A[j]Ai <n* suma=suma+Ali |; /* suma= Y, Al j|Ai<n*/ (4,5RCN)

j=1 j=1

Ahora que ya tenemos verificado§a)/* ®*/ P, /*®,*/ y (b)/*®,*/ P,/*¥* en
los pasos 3y 6, respectivamente, del calculo, modeplicar la RCP sobre ambas
propiedades:

/*suma= Y Al j]Ai<n*
j=1
I=i+1;
su_ma:suma+A[i];

/* suma= Y A[j|Ai<n* (3,6RCP)
i=1
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Ejercicios Verificacion (ll)

Verifica los siguientes programas:

*x=any=b*/ =¢

X=X+Y;
1. y=X—-Y;
X=X—Y;

[* x=bAry=a*/=¥

[xz=p“*/=d
k=k+1;
Z=7%p;

I 2=p* =V

[* x=any=Db* =
X=X+Y;
Yy =X *X ;
I* x=a+bAy=(a+bf* =¥
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Soluciones propuestas Verificacion (1)

*x=any=b*/ =@
X=X+y;=A
[* @ *
1. y=x-y;=A
[* %
X=X—-Y;=A
*x=bAy=a*=¥
*®* Ap; [* D
x=aAny=b—-x+y=a+bAy=Db
I*x+y=a+bAy=b* x=x+y; I* x=a+bAy=b*=/*d,*/ (AA)
[*x=aAy=b* x=x+y; [*x=a+bAy=b*/ (RCN1,2)
I*®* A, [* D]

x=a+bAy=b-x=a+bAx—y=(a+b)—b—-x=a+bAx—y=a

I*x=a+bAx—y=a*y=x—y; I*x=a+bAy=a* =/* ®,*/ (AA)
I*x=a+bAy=b*y =y —x; [*x=a+bAy=a*/ (RCN4,E)
I*®,* As; [*¥*
x=a+bAy=a—x—-y=(a+b)-any=a—-x—y=bAy=a
. I*x—y=bAy=a* x=x -y ; I*x=bAay=a*=/*¥* (AA)
9. [*x=a+bAay=a*/x=x-y; /[*x=bAy=a*/(RCN7,8)
10. *®* A;A LA *P*/ (RCP3,E,9)

*z=p“* =&
k=k+1; =A;
2 I* & ¥
z=z%xp,; =A;;
[ 2=p* =V
[*®* Ay; [* ¥

k+1)

1. z=p‘>zxp=p
2. [*zxp=p* "V k=k +1; /*zx p=p"*/ =/ d,* (AA)
3. [z=p“*/k=k+1; [* zx p=p“*/ (RCN1,2)

b5 Ay 1
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4. [zxp=p“*lz=zxp; I*z=p“* (AA)
5. [*®* A A, [*P* (RCP3,4)

[* x=any=b*/ =
X=X+y;=A
3. [* &,*/
Yy =Xx*X; =A,
I* x=a+bAy=(a+bf*/ =¥

[ Ay B

x=aAny=b—-x+y=a+bAy=Db
I*x+y=a+bAy=b* x =x+y; [*x=a+bAy=b*/ =/*®,*/ (AA)
3. [I*x=aAy=b*x=x+y; I*x=a+bAy=b* (RCN1,2)
I*®.* Ay [*P*
4. x=a+bAy=b—x=a+bAxxx=(a+b)’
[* x=a+bA xsx=(a+b)**/ y =x *X;
I*x=a+bA y=(a+b)**/=/* ¥ * (AA)
[*x=a+bAy=b*y =xx*X;
/* x=a+bA y=(a+b)**/ (RCN4,5)
7. I*®* A A, [*P* (RCP3,E)
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3.7 Regla Condicional (RCD)

Con las reglas anteriores podemos verificar progsatompuestos solo por
asignaciones. Otras instrucciones necesarias pdex gerificar programas completos son las
condicionales.

Para verificar un programa como el siguiente:

[* d*/
if (B)
Pis;
else
I:)el se ;

*¥*

Utilizaremos la Regla Condicional (RCD), que sernemude dos maneras diferentes
dependiendo de si hay una raelseo no:

a) Cuando hayalse

& —def(B), F®AB* Py [* V¥, [* A-B* P J* ¥ *
[* &*/ (B) Py else Pyel* ¥ */

(RCD)

b) Cuando no lo haya:

& —def(B), *®AB* P, *¥*, (BA-B)> ¥

RCD
I* & (B Py /* V¥ (RCD)

Antes de ver con un ejemplo cdmo aplicar la RCEntaremos entender
intuitivamente el porqué de cada una de las prapiesla demostrar para verificarifin

¢ — def(B) : La condicién a evaluar tiene que estar definidialg asercion anterior, es
decir, tendremos que verificar que la evaluaciéfad®ndicionB nunca dara un resultado
indeterminado o error.

- [*®AB* P /[*¥*, :Cuando antes délse cumplan ¢ vy la condici6nB, es decir,
cuando entremos enthlen tendremos que verificar que después de ejectRar
siempre se verificard ¥

- [*®oA-B* P, J*¥* :En caso de habeise tendremos que verificar que después de
ejecutar Py (antes siempre se cumplir@ A—B ).

-  (#A-B)— ¥ :Cuando no hayalse habra que verificar quab A—-B (lo que
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sabremos que se cumplird ya que habremos entragl®ksg implica directamente¥
Cabe destacar que la diferencia entre un if can else estriba en que, mientras en el
primer caso se ejecutara codigo.s. ), en el segundo no, por lo qué¥ se tendra que
poder deducir de las propiedades que se cumpliré@h @se: $A-B .

Ejemplo 1 (sinels@:

Pasemos a ver con un ejemplo en como se aplic&lla Reamos el calculo de Hoare
asociado a la verificacion del programa:

[* true */=/* d*/
if(x<0)
X =—X;
[*X=0*=/*¥*

En este caso®@=true y B=x<0 . Solo tenemos uif, por lo que el objetivo final
del calculo seréa aplicar la RCD (sfs6. Primero tendremos que verificar cada una d8 las
propiedades necesarias para poderla apli¢ay® —def(B) , (BY*PAB* P [*¥* y

(C)(PA-B)->Y:

(A)® —def(B) :x<0 no puede dar un resultado indeterminado o erosriopque:

1. true—def(x<0)
(B)*®AB* Py [*¥*: :Tenemos una asignacion, por lo que transformasemo
dAB para poder aplicar AA, lo aplicaremos, volveremdsaasformar el resultado

obtenido y finalmente uniremos los 3 pasos gratiasRCN.

2. (trueAa x<0)-x<0—-—x>0

3. F=x>0%x==x; [*x>0% (AA)

4. x>0-x=0

5. [*trueAax<0* x =—x; */ x>=0* (RCN2,3,4)

(C)(®A-B)— ¥ :En este ultimo paso deberemos demostrar que aurau
entremos en éhen siempre se acabara satisfaciendo la post-condicio

6. trueAn—(x<0)——~(x<0)—- x>0

Ahora sélo nos falta aplicar RCD:
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7. [*true*if (x <0)x =—x; [* x>0* (RCD1,k,6)

39



i Departamento de L.S.I. o

v Metodologia de la Programacion m"m""

Escuelz Universitaria  Ingeniaritzako

UPV EHU 2009-2010 vl ingenienia Unibertsitate Eskol
Ejemplo 2 (conelsé:

El ejemplo anterior era uhsin ramaelse veamos ahora el calculo de Hoare para uno
gue si la tiene:

/*1<|<n/\sumaAb$Z| N =1 %
j=1
if (Al ]zO)surraAbs:surraAbs +Ali |;
el se sumaAbs =sumaAbs — Ali |;

[F1<i<nA sumaAng (A[j DM = ¥*

j=1

Como en este programa si tenemoglgg para aplicar la RCD habra que demostrar:
(A)®d—def(B) , BY*PAB* P [*¥* y (C)*PA-B* Py l* ¥* :

else

(A) d—def(B) : Sabemos pord que 1<i<n , por lo que el acceso al array
estara dentro de su rango y no se producira error:

1. (1<|<n/\sumaAb$Z| )|)— def(A[i]=0)

j=1

(B)* @AB* Py [*¥* :demostraremos que entrando etheh después déd
siempre se verificara¥ .

(1sisn/\sumaAb§ii l(A[j))AA[i]=0

j=1

2. !
—1<i<nasumaAbs-Ali|=Y[(A[j])
i=1
/*1<i<nAsumaAbs-A[i Z ))|* sumaAbs =sumaAbs +Ali |;
3. =
/*1<|<n/\sumaAb$Z| 1)[* (AA)
j=1
/*1<|<n/\sumaAb$Z| j|AAli]=0%* sumaAbs =sumaAbs +A[i |;
4, =
/*1<|<nAsumaAsz| NI* (RCN2,3)

j=1
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(C)I*®dA-B* Py /*¥*: : Ahora comprobaremos que entrando en el else se
acaba verificando? .

(1sisn/\sumaAb$ii l(A[jD)A—(A]i]=0)

—(1<i<nAsumaAbs Y [(A[j]))AAli]<0
5. =1 ,
—1<i<nAsumaAbs-(—Afi])=D (A
1:1
—1<i<nasumaAbs Ali |=Y_|(A[j])

=1

/*1<i <nAsumaAbs- Ali Z| ))|*/ sumaAbs =sumaAbs —A[i |;
6. =
/*1<|<n/\sumaAb$Z| ¥ (AA)
j=1
i—1
/*1<i<nAsumaAbs Y |(A[j])|A~(Ali |=0)* sumaAbs =surmaAbs —Ali |;
7. =
/*1<|<n/\sumaAsz| )|* (RCN5,6)
j=1
Finalmente, aplicamos la RCD a las propiedadesyl/.4
i—1
[*1<i<nAsumaAbs Y |(A[j])|*
i=1
8 i f (Ali |=0)sunmaAbs =sunmaAbs +A[i |;

el se surraAbs—surraAbs Ali |;

/*l<|<n/\sumaAsz| )|* (RCD1,4,7)

j=1
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3.8 Descomposiciéon de programas

Cuando trabajamos con programas de longitud y egibatl considerable, resulta
dificil realizar directamente el célculo de Hogrerque cuantas mas instrucciones tiene un
programa, mayor numero de lineas tendra el catieildoare correspondiente.

Por ello, se recomienda hacer wiegcomposicion del progranpsevia a su
verificacion, por lo menos, mientras no se domineerificacion perfectamente.

Asi, lo primero que haremos sera escribir el pnogran forma esquematica, dando
nombres a cada una de las instrucciones, expresyoagerciones. Por ejemplo, en el
siguiente programa:

[*x=axy*/
if (y>0)
{

—a;
-1

X =X
y y 1

}

el se
{
X =X +a;
y=y +1;
}

[* x=axy*/

Lo escribiremos de forma esquematica (en estasfideenos importara la estructura
del programa) dando nombres a cada una de las pitenismo. Aunque no es relevante de
gué manera los nombremos, utilizaremos la sigulembeenclatura para facilitar la lectura del
esquemad (phi) para la precondicioM¥ (psi) para la postcondicion®; para las aserciones
intermedias, B, para las expresiones condicionales®y para las asignaciones.

Siguiendo con el ejemplo, su forma esquematica:seri
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I @+
i f (B)

[*¥*

Como el programa esta compuesto por un Uifjda Ultima regla de inferencia que

utilizaremos sera la RCD, por lo que tendremosvguificar (A)® —def(B)

(B)*®PABX A A I*¥* y (C)I*®A-B* A, A,/*¥* | De estas dos propiedades,
dos (B y C) se pueden descomponer en otras doagesan compuestas por dos
asignaciones, con lo que para verificar B, tendeeque verificar primero

(B.1)*PAB* Aj;1x@.* y (B.2)I*® . * A,;I*¥* . Para verificar C, a su vez,
tendremos que verificar primerament€.1) /* PA-B*/ Ay, [* ®,* y

(C.2)[*®,* A, [*¥*

La descomposicién del programa sera entoncesu@&nig:

(A)d —def(B)
(B)/*®@AB* A A ,; ¥
(B.L)/*dAB* A [*d,*
(B.2)/* @, Ay 1< ¥+
(C)FDA-B* Ag A 4 * ¥
(C.A)/* DA-B* Ag; I* d,*
(C.2) I ®,* A,; I* ¥

Una vez tengamos el programa descompuesto en panjgles (verificaciones de una
sola asignacién o implicaciones logicas), empezasgoor las hojas del arbol de arriba a
abajo. En el ejemplo, primero verificariam®duegoB.1y B.2 para poderlas unir mediante
la RCP y verificaB, y luegoC.1y C.2que uniriamos mediante la RCP. Finalmente
aplicariamos la RCD sobrg By C.
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Ejercicios Verificacion (llI)

Verifica los siguientes programas:

[* true*/
if (! par (x))
X=xX+1,;
[* par(x)*/

[*x=axy*/
if(y>0)

[* numPare=Ni(1<i<kAimod2=0)*/
i f (k92==0)

3. nunPar es =nunPar es +1;
k=k+1;

[* numParesNi(1<i<kAimod2=0)*/
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Descompon los siguientes programas:

[* d*/
if(B)
A,
el se
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Soluciones propuestas Verificacion (lII)

[* true*/ =/* d*/
if (! par (x))=B

L X=x+1,; =A;
[* par(x)*/ =/*¥*/
(A)®—def(B)=true—def(! par(x))
1. true—(! par(x))
(B)*®AB* A [* V* =/[*truen! par(x)*/ x=x+1;/*¥*/
trueA! par(x)— par(x+1)
[* par (x+1)*/ x =x +1; /* par(x)* (AA)
[*trueA! par(x)*/ x =x +1; /* par(x)*/ (RCN2,3)
(B)dA-B—-Y =true A—(—( par(x)))— par(x)
true A—(—( par(x)))— par(x)
I*®*if (B)A,;*¥*(RCD1,4,5)
[*x=axy*/
if (y>0)
{
X=X-—a;
y=y -1,
2. )
el se
{
X =X +a
y=y +1
}
[*x=axy*/

La descomposicién del programa sera la siguiente:
(A)® —def(B)
(B)*®AB* A A, [*¥*
(B.1)/*®AB* A, I*d,*
(B.2)/* ®,* A,; [*¥*/
(C)FDA-B* Ay A, *P*
(C.1)F DA-B* Ag; [* ¥
(C.2)I*d,* Ay I*¥*
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(A)® —def(B)

1. x=axy—def(y>0)
(B.1)/[*®AB* Ay; [*®,*/
x=axyAy>0-x—a=(axy)—a—x—a=ax(y—1)
[*x—a=ax(y—1)*/ x =x —a; [* x=ax(y—1)*/=d,(AA)
*®AB* Ay; [*®,* (RCN2,3)
(B.2)/* &% Ay; [* ¥

5. [Ix=ax(y—1)*y=y—1; /[*x=axy* (AA)
(B)*®dAB* A Ay I*V*

6. [*®PAB* A A, I*VP* (RCP4,E)
(C.1)/* DA-B* Ay [* b,*
x=axyAy<0-x+a=(axy)+a—-x+a=ax*x(y+1)

8. [I*x+a=ax(y+1)* x=x+a; [* x=ax(y+1)* ({P,(AA)
I*®A-B* A;; *®,*/ (RCN7,8)
(C.2)/*®,* A, [*¥*

10. *x=ax(y+1)*y =y +1; I*x=axy*/ (AA)
(C)*DA-B* A;; A, I*P*

11. I*®A-B* As: A,: 1*¥* (RCP9,10)

12. I*®*if (B){ A A, Yelse{As: A,; } *¥* (RCD1,€,11)

[* numPare=Ni(1<i<kAimod2=0)*/

if (kv@2==0)
3. nunmPar es =nunPares+1; =A;
k=k+1; =A,

[* numParesNi(1<i<kAimod2=0)*/

La descomposicién del programa sera la siguiente:
(A)x®*if (B)Ay; I*®,*/
(A.1)®—def(B)
(A2)*®AB* A [* ¥
(A.3)dA-B— &,
(B)*® . *A,; I*¥*

(A.1)® —def(B)
1. numPare=Ni(1<i<kAimod2=0)— def(kmod2=0)
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(A2)/*®AB* A,; I*d ¥

numPare=Xi(1<i <kAi mod2=0)Akmod2=0

2. —numPares-1=Ni(1<i<k Aimod2=0)
3 [*numPare+1=Ni(1<i<kAimoc2=0)* nunmPar es=nunPar es +1;
" [*numPares=Ni(1<i<kAimod2=0)*/ =&, (AA)

[*numPare=Ni(1<i<kAimod2=0)Ak mod2=0*/

4. nunPar es =nunPar es +1;
/*numPares=Ni(1<i<kAimod2=0)*/ (RCN2,3)
(A3)dA-B— P,

5 numPare=Xi(1<i <kAi mod2=0)A-(k moc2=0)

—numPares-Ni (1<i<kAimod2=0)
(A)/*®*if (B)Ay; I*P,*/
6. [*®*if (B)A; I*®,*/(RCD14,5)
(B)I* . * Ay; I*P*

numPare=Ni(1<i<kAimod2=0)

! —numPares-Ni(1<i <k+1Aimod2=0)

3 [*numPare=Ni(1<i<k+1Aimoc2=0)*/ k =k +1;
" [*numParesNi(1l<i<kAimod2=0)*/ (AA)

9 /*numPare=Ni(1<i<kAimoc2=0)* k=k +1;

/* numPares=Ni(1<i<kAimod2=0)*/ (RCN7,8)
(A)*D* i f (B)Ay; Ay IF¥*
10. /*®* i f (B)A,: A,; I*¥* (RCP6,9)

[* ®*/
if(B)
A,
el se
4, |{
A,;
As;
}
[* ¥ *
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(A)® —def(B)
(B)/*dAB* A, I* V¥
(C)FBA-BH A, A 5 [F P

(C.l)/*d)/\ﬁB*/Az; [* d,*
(C.2)/* &* Ay [V

[* d*/

Al

i f (B)

5. A,:
As;
Il &

(A)* D A I+ d,*
(B)/* &, *if (B)A,; [*®,*
(B.1) ,— def(B)

(B.2)/* B, ABH A,; [*d,*
(B.3),A"B—d,

(C)I* &, Ay; ¥ V¥
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3.9 Iteraciones

Una iteracién realiza urdabor a base de repetir un conjunto de instrucciones que
e Modifica el valor de las variables
e Conserva alguneelacion entre ellas, una propiedad

Antes de enunciar la regla de inferencia que nawifiga verificar iteraciones como
ésta:

I* ¥
while(B)
|

[x ¥

Veremos cuales son esas propiedades que se margiemnedas las iteraciones, el
invariante.

3.9.1 Concepto de Invariante
Uninvariante es una propiedad, un predicado que no cambiasejaample antes (y
al final) de cada ejecucién de una iteracion. Norat@a de cualquier propiedad que se

conserve sino de aquélla geeracterice y establezca la semantica del bucle gfscto

Una vez deducido el invariante (INV), las asercioimermedias seran las siguientes:

I* o+
J* INV */
whi | e (B)

{
I*INV AB */
I
I*INV */

}
[* INV A-B *
[* ¥+

El invariante, como se puede ver en la figura sapese cumplira antes del bucle, al
inicio de cada iteracion (donde ademas se cunlplicandicion B), al final de cada iteracién
y después del bucle (donde ademés se cumplirg&cida de B).

Veamos ahora unos ejemplos de bucles y sus regspeatvariantes.
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Ejemplo 1:
Examinando el siguiente programa:

[*x=aAy=b=0*=/*p*/

while(y! =0)
{
X=X+1;
y =y —1;
{

*x=a+b*=/*¥Y*

Podemos deducir que faincipal propiedad que se mantiene en todas las iteraciones
sera quda suma dex ey sera constanteya que en el bucle incrementaremos enxyo
decrementaremos en upoes decir, le sumamos a una variable lo que tamess a la otra.

Por lo tanto, siempre se cumplir&k+y=a+b .

Ademas, podremos saber cual sen@arfjo de valores que tomarg. Inicialmente,
tendra un valob positivo. En cada iteracién se decrementara enyuse seguira iterando
hasta que valga 0. Gracias a esto, podremos afirmar quepsiese cumplirdy=>0 .

y>0 no seria suficiente, ya que el invariante tamb&tieme que cumplir cuando
salgamos del bucle, y se saldra cuansalga O.

Podriamos intentar delimitar el rango de valorex,d®ro sélo nos interesara el dey,
ya que es quien nos ayudara (por aparecer en tica@mmB) a deducir si el bucle terminara
en un numero finito de pasdsiminacion lo veremos mas adelante).

Por lo tanto, el invariante sera el siguiente:

[*INV */ =/* x+ y=a+bAb>y>0%

Aplicandolo al esquema anteriormente presentadines®s que siempre se cumplird:

[*x=aAy=b=0*=/*Pp*/
[* x+y=a+bA y=0*/=/*INV */

whi | e(y! =0)
{
[*x+y=a+bAy=0Ay#0*=/*INV A B*/
X=X+1,;
y=y -1,

I*x+y=a+bAy=0*=/*INV */

}
[*x+y=a+bAy=0Ay=0*=/*INV A—~B*/
[*x=a+b* =/*¥*/
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Ejemplo 2:
Examinando el siguiente programa:

[* sumi=0AKk=1* =/* ¢*/
whi | e(k <n)

{

suma=suma+Alk];
k=k+1;

{

I* suma= Y Ali|*/=/* ¥ ¥

i=1

Por una parte, podremos deducir qus@mnatendremos siempre la suma dekos
primeros elementos del vector. Como, dentro delebgpeimero se suma kilésimo elemento

y después se incrementa k, al inicio del buclerands la suma haskal. Siempre se
k—1

cumplira por lo tanto sumazz Ali| . Esimportante asegurarnos que la propiedad tambié
i=1

se cumpla antes de entrar en el bucle. Cohe® 1 inicialmente, si sustituimkgor su valor
inicial en el invariante, el sumatorio tendi@minio vacigdesde 1 hasta 0) por lo que suma
debera ser 0, y eso lo sabemos por la precondicion.

Por otra, nos interesard otra vez asegurarnosaleggsaldra del bucle en un nimero
finito de pasos, por lo que trataremos de delingtaango dék, que seré la variable que
determinara si seguimos o no iterando. Inicialmehntaldra 1, cada vuelta se incrementara
en uno, y se saldra cuando k sea mayor que n flouaiga n+1). Por lo tanto, el rango de
valores que tomarda k sera [1..n+1], que expresadd® serdl<k<n+1 .

El invariante sera pues:
k—1

*INV* =/* suma=Y_ Ali]Al<k<n+1%

i=1
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Ejemplo 3:
Cambiando el orden en que se hacen las sumasetersi€éste otro programa:

[* sumi=0AKk=0*=/* */
whi | e (k <n)

{

k=k+1;
suma=suma+A|[K]|;

{
I*suma= Y Ali]*/ =/*¥*

i=1

En este otro ejemplo, como primero se incremenitadée y luego se suma,
tendremos en la variab#ima al inicio de cada iteracion, la suma delkgsimeros

k
elementos, por lo que siempre se cumpl'sémazz Ali] . Igual que en el caso anterior,
i=1

comprobaremos que también se cumpla antes de entedibucle. En este casosera 0, por
lo que el sumatorio (desde 1 hastaendra dominio vacio, y consumasera 0, se cumplira
el invariante.

Respecto al rango de k, podremos afirmar que seegtara en [0..n], ya que
inicialmente es 0, cada vuelta se incrementa eryuwu@ndo se salga del bucle valdra n, por
lo que 0<k<n

El invariante sera por lo tanto:

k
/* INV * =/* suma= Y, A[i ]AO<k<n?*/

i=1
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3.9.2 Regla del While (RWH)
Para verificar la correccion parcial de un programa iteraciones como la siguiente:
[* d*
while(B)
-

Utilizaremos la Regla del While (RWH), que se enainle la siguiente manera:

@ INV , INV - def(B), *INV AB*/ | /* INV*/, INV A-B— ¥
/* &+ while (B)1;/* ¥*/

(RWH)

Al igual que con la RCD, trataremos de entendeiitimamente qué significa cada una
de las propiedades necesarias para aplicar la RWH:

- ®— INV : Como hemos dicho, el invariante se cumplira adéesntrar en el bucle por
primera vez, por lo que la asercién anterior aldbtiene que implicar que se cumpla.

- INV —def(B) : Antes de evaluar la condicién (antes de entra &oicle y al final de
cada iteracion) siempre se cumplira el invariapte,lo que tiene que definB, tiene que
garantizar que la evaluacion Beno pueda dar un resultado inesperado o error.

- [FINVAB* I *INV* : Antes de cada iteracion se cumplirdn tanto erilante como
la condiciénB, por lo que tendremos que verificar que despuégedaitar el cuerpo del
bucle (), siempre se verifique el invariante al final désmo.

- INV A-B—¥ : Cuando la evaluacion de la condicion B dé fadsotendra que
verificar ¥ . Al evaluar la condicion siempre se cumplira ghiriante vy, la Ultima vez
gue se evalle, retornara falso. Sabiendo estantengue deducir que siempre se
satisfara la post¥ .

Veamos ahora unos ejemplos de como aplicar la RWH.
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Ejemplo 1:
Para el siguiente programa:

[*x>1Ay=1%
whi | e(y *xy <x)

{
y=y+1;
}
IV k(l<k<y-kxk<x)*/

Primero trataremos de determinar cudl es el inngieBi estudiamos el programa
veremos que se ira incrementando la varigga uno hasta quey sea igual x. Es decir, al
final del bucle tendremos grel menor nimero que cumplir§*y>x .

Por una parte, sabremos que si seguimos en el Isigapre se cumplirda que ninguno
de los valores que haya tenigoumplira y*y>x , porque de otra manera, ya habriamos
salido del bucle. Por lo tanto, siempre se cumpit& (1<k<y—kxk<x) , desde la
primera hasta la Ultima vuelta.

En este caso, a diferencia de los ejemplos sobagiamtes, no nos resultara necesario
incluir informacién sobre el rango g€la variable que determinard el final del bucle)que
la condicién no puede dar un resultado indeternainad
Por lo tanto, el invariante sera el siguiente:
[*INV* =V k(l<k<y—-ok*k<x)
Ahora conoceremos algunas de las aserciones irdersngel programa:
[*d* =/ x>1Ay=1%

I*INV* =/*Vk(l<k<y—-kxk<x)*
whi | e(y *y <x)

{
I*INVAB* =/*Vk(l<k<y—-ksk<X)Ay*y<x*
y=y +1;
I* INV* =V k(l<k<y—1-ksk<x)*
}

[*INVA-B*=/*VKk(l<k<y—-kxk<X)Ay*xy>x*
FY*=FVk(l<sk<y—-kxk<x)*/

Al ser el programa un Unico while, antes de apled&®WH, deberemos verificar
Gnicamente las cuatro propiedades necesarigs)® —INV |, (B)INV —def(B)
(C)I*INVAB* 1 [*INV* y (D)INVA-B-Y
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( A) d— INV

1. x>1Ay=1-Vk(l<k<y—-kxk<x) ya que el dominiol<k<1l es vacio.
(B)INV —def(B)

2. VKk(l<k<y—-kxk<x)-def(yxy<x)
(C)/* INV AB* Ay; ¥ INV */

Vk(l<k<y—kxk<X)Ay*y<X

3. ->Vk(l<k=<y—-kxk<x)
->Vk(l<k<y+1-kxk<x)

4 IV k(l<k<y+1l-oksxk<x)*y=y+1;
" IV Kk(l<k<y—-kxk<x)* =/*¥V* (AA)

5 FY k(l<k<y—-kxk<x)Aysy<x*y=y+1;
" VY k(l<k<y—kxk<x)*=/*¥* (RCN3,4)

(D)INV A-B>Y
6 Vk(l<k<y—kxk<x)A-(y*y<x)

- Vk(lsk<y—oksk<x)Ayxy>x=/* PSI*/
Finalmente, aplicamos la RWH sobre las cuatro patgules:

7. 1*®*/[whil e(B)A,: |/*¥* (RWH1,2,5,6)

56



i Departamento de L.S.I. o

v Metodologia de la Programacion m"m""

Escuelz Universitaria  Ingeniaritzako

UPV EHU 2009-2010 vl ingenienia Unibertsitate Eskol

Ejemplo 2:

Como segundo ejemplo de RWH reutilizaremos un@sl@ftilizados para explicar los
invariantes:

*sumi=0AKk=1*=/*p*/
whi | e(k <n)
{

suma=suma+Al[k];
k=k+1;

{

I*suma= D Ali ¥/ =/* ¥ ¥/

i=1
Como ya dedujésemos en su momento, el invariarde se

k-1

*INV * =/* suma=Y_ A[i]Al<k<n+1%

i=1

Al estar compuesto el cuerpo de la iteracidmp6ér dos instrucciones, la
descomposicién del programa no sera tan obvia @m@ ejemplo anterior:

(A)® — INV

(B)INV —def(B)

(C)/* INVAB* A;A ,; I* INV*
(C.1)/* INVAB* Ay [*d,*
(C.2) /* &% Ay: I* INV *
(D)INVA-B—Y¥
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(A)d— INV

k-1

1. suma=0Ak=1-suma=)_ Ali]al<k<n+1 ya que el sumatorio desde 1 hasta
i=1
1-1=0 es 0, que es el contenido de la variablaa

(B)INV —def(B)
k—1
2. suma Y Ali]al<k<n+1-def(k<n)
i=1
(C.1)/* INV AB* A;; [* b, *
k—1

k
3. suma Y Ali]al<k<n+1A(k<n)-suma+ Ak :ZA Al<k=<n

i=1 i=

k
/* sumat A[k =Y Ali]al<k<n* suma=suma+Alk |
i=1

4,
[* sumazz Ali|Al<k<n* (AA)
i=1
k-1
*suma=Y_ Alijal<k<n+1A(k<n)* suma=suma+Al[k];
5. s
/*suma= Y Ali]Al<k<n*/ (RCN3,4)
i=1
(C.2)/*®.* A,; [*INV */
k+1-1
6. suma=ZA Al<k<n-suma= Y, Ali|Al<k+1<n+1
i=1 i=1
k+1-1
/*suma= Y, Alijal<k+1<n+1%k=Kk+1;
7. e

/* suma= Y Ali [Al<k<n+1* (AA)

i=1
/% sumazz Alia(k<n)* k =k +1;
8. 1

/* suma= Y, Ali]A(1<k<n+1)* (RCNB,7)

i=1
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(C)I*INV AB* A;; Ay I* INV */
9. /*INVAB* A;; A,; I* INV* (RCP5,9)

(D)INV A-B>Y

k—1 k—1 n
10. suma= Y Alijal<k<n+1Ak>n—suma= Y Alijak=n+1-suma=Y Ali]
i=1 i=1 i=1

11. *®* [whil e(B){ A,; A,; }]/*¥* RWH (1,2,1C,11)
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3.9.3 Terminacién

En los ejemplos anteriores, no acabdbamos el odlmuHoareverificando totalmente
los programas (/* ®*/ [whi | e (B){ | ; } |/*¥* ), sino que loverificabamos
parcialmente( /*@*/ whil e(B){ 1 ;} /*¥* ). La principal diferencia entre los
programas con bucles y los que no tienen congistgie los primeropueden no acabar
Puede ocurrir gue algun bucle, como el del ejersgoiente, sea infinito y que nunca se
llegue a salir del bucle:

*sumi=0AKk=1*=/*p*/

whi | e(k <n)

{
suma=suma+A|k];
{

I*suma= Y Ali ¥/ =/*¥*

i=1

En este ejemplo anterior no se actualiza el vaddral final de cada vuelta por lo que
serd urbucle infinito.

Por lo tanto, en el caso de programas con buclegmosuficiente lo visto hasta el
momento para verificar la correccién total del pamga. Ademas hara falta asegurarse de que
el programa terminara en un nimero finito de pasderm(#,P) ).

Para ello, tendremos que elegir @x@resion cota(E)que cumpla:

- INVAB—-3c(E>c) . Laexpresion tiene ureta inferior ¢

- I*INVABAE=Vv* I ; I*E<v* . Elvalor devuelto por la expresion debera decrece
en cada una de las iteraciones.

- Laexpresion E elegida debera estar formada por vaables enteras y operaciones
enteras ya que hay infinitos nUmeros reales entre cualesg dos nimeros reales.

Una vez que hemos verificado la correccion pakcedtas dos propiedades para la
expresion cota, podremos afirmar que el programs tBtalmente correcto (
[*&* [ while(B){I;}]/*¥* ).

Nétese que la expresion cota elegida tiene quedecen cada iteracion, por lo que
debera de dar una medida del nimero de iteracoqueeguedan por realizar.

Ahora verificaremos la correccion total de los d@snplos utilizados para ilustrar la
RWH.
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Ejemplo 1:

[*x>1Ay=1%

whi | e(y *y <x)

{

y=y +1;

}

Y k(l<k<y—-ksxk<x)*

Primero debemos elegir la expresion cota. En este, do que decrece entre las
diferentes iteraciones serd—y , ya quey crecerd, decreciendo asi el resultado de la
expresion E=x—y . Aunque a priori no podamos decir exactamente s#rdl la cota
inferior, parece claro que existira una cota y®sa suficiente para verificar la terminacion.

Nota: No tiene por qué haber una Unica expresida para cada bucle. En este caso
también se podria haber elegido, por ejempl=x—y* ya que también decrecerd y sera
un namero natural.

Recordemos que el invariante era:
[*INV* =V k(l<k<y—-okkxk<x)

Pasemos ahora a verificar las dos propiedadesar@é®para asegurar la terminacion
del bucle:

INV AB—3c(E>c)
1. Vk(l<k<y—-kxk<x)Aykxy<x—x—y>0-3c(E>c)
[*INV ABAE=V*I ; [*E<v*

Vk(l<sk<y—kxk<X)Aykxy<XAX—Yy=V

2 - X—(y+1-1)=v

3 Fx—(y+1-1)=v*y =y +1;
T Fx—(y—=1)=v* (AA)

4 X—(y—1)=vox—y=v-1

—E<v

5. [*INVABAE=v*1 ; [*E<v* (RCN2,3,4)
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Ejemplo 2:

[ sumi=0AKk=1*=/*p*/
whi | e(k <n)
{

suma=suma+AlKk];
k=k+1;
{

I* suma= Y Ali|*/=/* ¥ ¥

i=1
Recordemos que el invariante era:

k-1

*INV * =/* suma=Y_ A[i]Al<k<n+1%

i=1

En este segundo ejemploes la variable que crecerd, por lo que podemg# ele
E=n-k ,ya quekira creciendo hacia el ultimo elemento del arrdydor lo que la
expresion cota elegida decrecera, y siempre sen@mero natural.

INV AB—3c(E>c)

k-1
1. suma=), Ali]al<k<n+1ak<n—n—k>0-3c(E>c)
i=1
[*INV ABAE=Vv* | ; [*E<v*
k-1
suma= Y Ali]Al<k<n+1ak<nan—k=v

i=1
-n—k=v

3. I*n—k=v*suma=suma+Alk]|; Fn—k=v*=/*® */ (AA)

[*INVABAE=V*
suma=suma+Alk]; /*¥,*/ (RCN2,3)

5. n—k=v-on—(k+1-1)=v
6. /*n—(k+1-1)=v* k=k+1; /*n—(k—1)=v*/ (AA)
7. n—(k=1)=von—-k=v-1-E<v

8. [*®,*/k=k+1; /[*E<v*/ (RCN5,€,7)
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9. INVABAE=v* 1 ; /*E<v* (RCP4,)
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Ejercicios Verificacion (1V)

Determinalas post-condiciones y los invariantesorrespondientes a los
siguientes programas:

Fi=1*=/* %
whi l e(i <n)

[*¥*

[FK>1AI=1AN=0*=/*p*/

whil e(i <k)

{

=i +1;

if (i 83==0)
n=n+1;

}
[*¥*

[¥i=1Anum_ne=0*=/*¢*/
whi l e(i <n)

{
i f (A[]i |<0)
num neg=num neg+1;

i =i +1;
}
[* Y=

Verifica lacorreccion total de los siguientes programas:

[*x=aAy=b=0*=/*p*/

while(y! =0)

{

4. X=X+1;
y=y-1,

}

[*x=a+bAy=0*=/*¥*
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Fi=1A]>1Asun=0*=/* d*/
while(j —i =0)

{ _
sum=sum+i ;
S i =i +1;
} |
[Fsum=Y_ k*/ =/*¥*/
k=1
* f=1At=x>1*=/* p*/
while(t >1)
{
6. f =f *t;
t =t —1;
}
Ff=x!*=F¥*
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Soluciones propuestas Verificacion (1V)

Fi=1*=/* %
whi l e(i <n)

[*¥*

Lo primero es determinar cual es el objetivo o wostdicién del programa. En este
caso, el programa escribe en cada una de lasquesicdel vector el indide
correspondiente. Asi, pues la post-condicién sera:

FYH =Y j(l<j<n->A[j]=])*
Nétese que no se utilizacomo variable ligada del cuantificador. El objetamevitar
posibles confusiones con la variable libre del prot.

Lo siguiente sera determinar el invariante, queard qué propiedades se cumplen
en todas las iteraciones:

FINVH =V j(1<j<i—1-A[j]=j)Al<i<n+1%*

[FK>1AI=1AN=0*=/*p*/

whil e(i <k)

o

=1 +1;

if (i 83==0)
n=n+1;

}
[*¥*

¥Y* =/*n=N j(2< j<k— jmoc3=0)*
I*INV* =/*n=\ j(2< j<i— jmoc3=0)Al<i<k?*
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¥i=0An=1Anum_ne=0* =/* ¢*/
while(i <n)
i
I =1 +1;
i f (Ali |<0)

3 num neg=num neg+1;

}
[*¥*

F¥* =Fnum_ne=X j(1<j<n—-A[]]<0)*/
[*INV*/ =/*num_ne= j(1<j<i— Al j]<0)A0<i<n¥

[*x=aAy=b=0*=/*p*/

while(y ! =0)
{
X=xX+1; =A
4. I* &,%]
y=y -1, =A

}
[*x=a+bAy=0*=/*¥*

Primero determinaremos el invariante. Sera el sigai
[*INV */ =/* x+y=a+bA0<y<b*/

Luego haremos la descomposicién del programa:

(A)® —INV

(B) INV —def(B)

(C)/* INVAB* A ;A ,; I*INV*
1)/% INVAB* Ay [* &%

2) 1% % Ay ¥ INV */
(D)INVA-B—Y¥

(C.
(C.

Ahora ya podemos empezar el célculo de Hoare paificar la correccion
parcial:

(A)®— INV
1. x=aAy=b=0—-x+y=a+bA0<y<Db

(B)INV —def(B)
2. x+y=a+bA0<y<b-def(y!=0)

(C.1)/*INV AB* Ay; [* ¥
3. x+y=a+bA0<y<bAy#0-(x+1)+(y—1)=a+bA0O<y=<b
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*(x+1)+(y—1)=a+bA0<y<b* x =x +1;
I* x+(y—1)=a+bA0<y<b*/ =/*d */ (AA)
5. [*INVAB* A;; I*®,*/ (RCN3,4)

(C.2)1* @5 Ay [*INV */
6. x+(y—1l)=a+bAO<y<b-x+(y—1)=a+bA0<y-1<b
I*x+(y—1)=a+bA0<y—-1<b*y=y —1;
I*x+y=a+bA0<y<b*=/* INV */ (AA)
8. [*®,*IA,; I*INV* (RCNG,7)

(C)I*INV AB* A;; A, I* INV */
9. [*INVAB* A;;A,; I*INV* (RCP5,8)

(D)INV A-B—>Y
10. x+y=a+bA0<y<bAy=0-x=a+bAy=0
11. | *&* whil e (B){ A.: A,: } I*¥* (RWH1,2,9,1C)

Ahora que hemos demostrado la correccion parcigrdgrama,
verificaremos la terminacién del mismo para polggydr a verificar la correccion
total.

Para ello, primero elegiremos una expresion catedte caso, la mas simple
seray, ya que la variable decrece hasta llegar a OloPtanto,E=y.

INV AB—E€N
x+y=a+bA0<y<bAy#0-yeN

I*INV ABAE=V*| ; *E<v*
Xx+y=a+bA0<y<bAy#0Ay=v— y=v
[*y=v* x =x+1; [*y=v*/=/*P,*/ (AA)
I*INVABAE=v* Ay; I*®,*/ (RCN2,3)
y=v—-y-1=v-1

[*y—1=v—-1*y =y —1; [*y=v—1*/ (AA)
y=v-1-y<v

I*®,* A,; [*E<v*/ (RCN5,€,7)
I*INVABAE=v*1; [*E<v* (RCP4,¢)

=

©CoNoOO WD
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Fi=1A]>1Asun=0*=/* d*/
whi l e(j —i =0)
{
sum=sum+i ;
> i =i +1;
} |
J
[Fsum=Y_ k*/ =/*¥*/
k=1
Invariante:
i—1
[ INV* =fsum=Y kKAL<i<j+1%
k=1
Descomposicion:
(A)®— INV
(B)INV —def(B)
(C)I* INVAB* A ;A ,; I INV*
(C.1)/* INVAB* A;; [* ¥
(C.2)I* d.* A, [* INV ¥/
(D)INVA-B-Y
Célculo de Hoare:
(A)P— INV
i—1
1. i=1Aj>1Asum=0-sum=) kAl<i<j+1

k=1

(B)INV —def(B)
i—1
2. sum=) kAl<i<j+1-def(j—i=0)

k=1
(C.2) /% INV AB* A;; [* b, *
i—1
sum=Y kAl<i<j+1Aj—i=0
3 k=1 )
—sumti=Y kAl<i<j+1Aj—i=0
k=1
FFsum+i=) KAL1<i<j+1A j—i=0% sum=sum+i ;
4, -
[Fsum=Y KAL<i<j+1A|—i=0%=/*®* (AA)
k=1

5. [*INVAB* A;; I*®,*/ (RCN3,4)
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(C.2)/* &% Ay; [*INV *

sum= Y KAL1<i<j+1Aj—i=0
6. k:1i+1—1
—sum= Y kAl<i+l<j+1

k=1
i+1-1

Frsum= D KAL<i+1<j+1%i =i +1;
7 k=1
. i—1
[Fsum=Y_ kALl<i<j+1*=/*INV */ (AA)
k=1
8. [*®,*IA,; [*INV* (RCNG,7)
(C)/* INV AB* A;; Ay I* INV #/
9. [*INVAB* A;;A ,; /* INV* (RCP5,8)
(D)INV A-B—>Y¥
i—1
sum=Y kAl<i<j+1Aj—i<0

k=1
i—1

10. —sum=Y kAi=j+1

k=1

j
—sumE Y KAL<i< j+1=/*¥*
k=1

11. [1*®*/ whil e (B){ A,; A,; } I*¥* (RWH1,2,9,1C)

Terminacion:

Para ello, primero elegiremos una expresion catedte caso, la mas simple
serdj-i, ya que va creciendo hacia Por lo tantoE=j-i.

INV AB—3c(E>c)
i—1
1. sum=Y KALl<i<j+1Aj—i=0-E>-1
k=1
[*INV ABAE=V* | ; [*E<v*
i—1
2. sum=Y KAL<i<j+1A|j—i=0Aj—i=v—oj—i=v
k=1
[* j—i=v*/ sum=sum+i ;
I j—i=v* =/* ®,* (AA)
[*INV ABAE=V* A;; [*®,* (RCN2,3)
j—i=v—o j—(i+1-1)=v
[ j—(i4+1-1)=v¥i =i +1; I* j—(i—1)=v* (AA)
j—(i—1)=v-o j—i=v—1<v=/* E<v*/
[*&,* A,; I* E<v* (RCN5,E,7)
[*INVABAE=v*|; [*E<v* (RCP4,¢8)

©CoNoOk~ W
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[* f =1At=x>1* =/* p*/
while(t >1)
{
6. f =f *xt ;
t=t—-1;
}
[*f=x!*=H*¥*
Invariante:
[ INV* =/* f=]] knO<t<x*
i=t+1
Descomposicion:

(A)d —INV

(B) INV —def(B)

(C)/* INVAB* A ;A ,; [*INV ¥
(C.1)/* INVAB* Ay [* &%
(C.2) /* &% Ay; 1% INV ¥
(D)INVA-B—Y¥

Céalculo de Hoare:

(A)P— INV

1. f:1/\t:xs1—>f:_ﬁi/\0stsx
(B)INV —def(B)

2. f:f[i/\OStsxadef(tzl)

i=t+1

(C.)/XINV AB* Ay; I* &,
f=]]in0<st<xat>1
3 i=t+1
S frt=]Jinl<t<x
i=t
Ffxt=]Tinl<t<x*f =f *t ;
4, =
I f=]Tinl<t<x* =/*d,* (AA)
i=t
5. [*INVAB* A;; /*®,* (RCN3,4)
(C.2)F . Ay; IFINV
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f=]]in0O<t<x
1=t

6. -
—f=J] irost-1<x
i=t—1+1
;Ff= ] in0<t—1<x*t=t -1;
7 i=t—1+1

I f=]]ir0<t<x*=/*INV * (AA)
i=t+1
8. [*®,*/ A, I*INV* (RCNG,7)
(C)I* INV AB* Ay; A, ¥ INV ¥/
9. /*INVAB* A,;A,; I* INV* (RCP5,8)
(D)INV A-B—>Y

f=]]in0<t<xat<1

i=t+1

—f=]]irt=0
i=t+1
- f=xI=+¥*
11. [ #®*/ whil e(B){ A,; A,: } /*¥* (RWH1,2,9,1C)

10.

Terminacion:

En este caso, la expresion cota $gya que decrecera hasta llegar a valer O.
Por lo tantoE=t.

INV AB—3c(E>c)
1. f=]] kan0<t<xAt=1-E>0

i=t+1

I*INV ABAE=V*] ; [*E<v*

f=]] kn0o<t<xatziat=vot=v
i=t+1

[*t=v*/f =f xt ; [*t=v*=/*P,*/ (AA)

I*INVABAE=v* Ay; I*®,*/ (RCN2,3)

t=v—ot—-1+1=v

Ft—1+1=v*t =t —1; [*t+1=v*/ (AA)

t+1=vot=v-1<v=/* E<v?*/

I*®,* A,; [*E<v*/ (RCN5,€,7)

[*INV ABAE=V*|; [*E<v* (RCP4,8)

CoNoOr~W N
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3.10 Llamadas a funciones no recursivas

En una llamada a un subprograma (solo estudiar&edsgnciones) distinguiremos
dos partesel programa que llama y el subprograma llamado

El subprograma llamado debera ser verificado rég@eana especificacion pre-post
como se ha visto hasta el momento. El programdlama a la funcion, en cambio, debera
asegurar que se cumple la precondicion del subgmuyrpara que el resultado devuelto
respete la postcondicion del subprograma.

Para explicar como verificar una llamada a un suip@ma primero veremos un
ejemplo, donde el subprograma llamado sera elesiggi

sumaVe((int [] Vec ,int n,int i ,int j)returnint sume
Fl<i<j<n*=/*o_, *

suma=0;

while (i <j)

{

sub

suma=suma-+Vec|i |;

=i +1;

}
i

I* suma= Y, Vec|k|*/ =/* ¥ */

k=i

El programa principal:

[*2<n*/ =/* d*/

sumal=sumaVec(A,n
suma2=sumaVec (A,n,
k=

/* sumad-sumaz= Y A[K|*/ =/* ¥ */

1

En este ejemplo, primero debemos verificar el suip@ma para asegurarnos de que
cumple su especificacion. Verificaremos este pnogreespecto a su precondicion y
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postcondicion como hemos hecho hasta ahora. Unguelo verifiguemos, trataremos de
verificar el programa llamador de la siguiente nnane

Antes de poder aplicar la especificacion de ladlda) deberemos asegurarnos de
gue antes de hacerla siempre se cumple la preddmdiel subprograma para los
parametros que se le pasan a la funcion. La pre@ionds /*1<i<j<n* |, donde
deberemos sustituir los parametros por las expresipasadas como parametros por el
programa llamador: /*1<1<n/2<n*/ . Esta expresion tiene que poderse deducir de la
asercion anterior a la llamada:

1. 2<n—-2=<nAl<l<n/2<n

Ahora ya sabemos que se cumplira la precondicifesate la llamada, por lo que
deberemos aplicar la especificacion del subprograma
[*2<nAl<1<n/2<n*/ sumal=sumaVec(A,n,1,n /2);
n/2
/*2 <nasumal= Y, A[k|*/ ( porllamada a subprogp.

k=1

[*2<n*/ sumal=sumaVec(A,n,1,n /2);
n/2

[*2 <nAsumak ) Alk]*/ (RCN1,2)
k=1
Y haremos lo mismo para la segunda llamada:
n/2

2<nAasumak ). A[k]
k=1
4. n/2
—2<nAsumak ). Alk]al<(n/2)+1<n<n
k=1
n/2

/*2 <nasumak . Alk]al<(n/2)+1<n<n*/
k=1
5. suma2=sumaVec(A,n, (n/2)+1, n);
n/2

/*2<nasumak ) Alk]asuma2= >, A[k]* ( porllamadaa subprogp.
k=1

k=(n/2)+1
n/2 n
2<nasumak . Alkjasumaz= Y. AlK]
6 k=1 k=(n2)+1
— sumal-sumaz= Y. Alk|=/* ¥ */
k=1

n/2

/*2 <nasumak Y Alk|* suma2=sumaVec(A,n, (n/2)+1, n);
7 |<=1n
/* sumal+sumaz= Y A[k]* (RCN4,5,6)

k=1
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8. [*®* P; [*¥* (RCP3,7)

Lo que haremos, entonces, es deducir de la asexciéa llamada a subprograma la
expresion resultante de sustituir en la precondid®l subprograma @, ) los
parametros por los valores pasados. Después, raptioa la especificacion del mismo,
sustituyendo la precondicién por la postcondiciolf {,, ) después de la llamada:

* QAd,, * varl= funcion(pl, p2,..., pn)/* QAY . */

Donde Q2 sera la parte de la asercidon anterior a la llanratigpendiente de los
parametros pasados a la funcién y la variable dogctEgeremos el resultado devuelto.
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3.11 Llamadas a funciones recursivas

Un subprograma recursivo es aquel que se llamanasio. Los subprogramas
recursivos suelen constar de uno o vac@sos simples y casos inductivos

Loscasos simplegen la mayoria de los ejemplos con los que trediaias existira
uno Unicamente) se resuelven directamente sin idaedede llamadas recursivas. También
se conocen como casos triviales porque la solesdnuy facil de calcular debido a la
simpleza del problema a resolver.

Loscasos inductivgsen cambio, requieren una o mas llamadas recsrpaa poder
resolverlos. La complejidad del problema a resobezé menos para las llamadas recursivas
y la solucion se calcularé en funcion de los radiols devueltos por las llamadas recursivas.

En el siguiente ejemplo:

factorial (intn)returnintresul
{F n=0%
if (n==0)resul =1;
el se
{
resul =factorial (n—1);
resul =resul xn;

}

} ¥ resul=n!*/

Se pretende calcular el factorialmlePara ello se distinguen dos partes:
- El caso simple:Sin es igual a 0, entonces el factorial seréa 1, pou®se haceesul=1.

- El caso inductivo: En cualquier otro caso (como sabemos por la pcécidn que
n>=0, siempre se cumplin@>0 en el caso inductivo), primero se llaméaetorial(n-1).
Suponiendo que la llamada recursiva cumpla su dgaeidn, nos devolverén-1)!, por
lo que le multiplicaremos n al resultado devuettolp llamada para calculat.

Nétese que todas las instancias de la funi@Eétorial() se quedaran esperando a que
la llamada recursiva devuelva el resultado, lo muecurrira hasta que se llegue al caso
simple ©=0), a partir de lo cual se iran multiplicando eluieedo por el valor da
correspondiente a cada instancia de la funcién.

resul= Xcaso simple)1*2*3*4...*(n-1)*n
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3.11.1 Hipotesis de induccion

La Hipoétesis de Induccibéas el supuesto sobre el que se construye un
programa recursivo, el comportamiento esperadaddlamada recursiva a partir de
la especificacion del programa desde que se hace.

En el caso anterior, laipbttesis de Induccidsera la siguiente:

*n—1>0*resul =factorial (n—1); /*resul=(n—1)!*

Se obtendra sustituyendo los parametros de ladfaneicursiva con las

expresiones pasadas a la llamada. En el casoariteespecificacion de la funciéon

factorial era:

n=0*P: [*resul=n!*/

Sabiendo que la llamada recursiva es:
resul =factorial (n—1);

Tendremos que sustituirporn-1 en la especifiacion, y teniendo en cuenta que
el resultado se guarda en resul, obtendremos latétiis de Induccion:

[*n—1>0*resul =factorial (n—1); /*resul=(n—1)!*/
Sobre la hipotesis de que la llamada recursivacu®lir su especificacion se
construye la funcion recursiva, y nos har faltanerarla para poder verificar

cualquier programa recursivdna vez que la enunciemos la consideraremos
verificada y la aplicaremos como si fuese una regtie inferencia mas.
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3.11.2 Correccion parcial

Para verificar parcialmente un subprograma recoitgadremos que verificar que
tanto en el caso simple como en el inductivo sefaat la postcondicion.

a) [*®ABH P, [< V¥
b) /*®A-BH P, ; [*¥*

Donde la parte del programa correspondiente al siasgle es P, y la
correspondiente al inductivo com®; . Si hubiese mas de un caso simple, habra que hacer
lo mismo para cada uno de ellos.

La verificacion del ejemplo anterior seria la sigue:

a) Caso simple: /* @A B* Pg; [*¥*
1. n=0An=0-n=0-n!=1
2. I*n!'=1*%resul =1; /[*resul=n!*/ (AA)
3. [*®AB* Pg; [*¥* (RCNL1,2)

b) Caso inductivo: /*@A-B*/ P;; [*¥*/

1. n=0An#0-n>0-n—-1>=0
/*n—1>0%*resul =factorial (n—1); /*resul=(n—1)!*/(Hip.Ind.)
[*®A-B*/ resul =factorial (n—1); /*resul=(n—1)!*/ (RCN1,2)
resul=(n—1)! - resulxn=n!
[*resulxn=n!*/resul =resul =*n; /*resul=n!*/ (AA)
[*resul=(n—1)!*/resul =resul =n; /*resul=n!*/(RCNA4,E)
[*®dA-B*/ P, ; I*V* (RCP3,€)

N o g bk~ wDd

78



i Departamento de L.S.I. o

v Metodologia de la Programacion m"m"m

Escuelz Universitaria  Ingen
Unib

UPV  EHU 2009-2010 Vs ingeniars  UbeRgic Eeet
3.11.3 Validacién

Al igual que con las estructuras repetitivas, termdrs que verificar que la
recursividad finalizara en umamero finito de pasospara poder verificar la
correccion total de un programa recursivo.

El primer paso sera, como con lgkile, elegir la expresién cota Después
deberemos verificar que exista una cota inferioa pay para la expresion cota para la
llamada recurisval)), y quUeE' sea menor qui (el valor de la expresion tiene que
decrecer de una llamada a otra).

La expresiorE debera estar formada por variables y operacionesnteras
exactamente igual que verificando bucles.

Asi pues, tendremos que verificar:
a) Caso simpl3c(E>c)
b) Caso inductivadc(E>cAE'>c)AE>E"
En el ejemplo del factorial, la expresion cota w&scilla seraE=n ya que
decrecerd hasta llegar al caso simple y siempéensayor que cero:
a) Caso simple® AB=n>=0An=0-n>0—-3c(E>c)
b) Caso inductivo:E'=n—-1
éA-B=n=0An>0-n>—1An—-1>—-1-3c(E>cAE'>c)

dA-B=n=0An>0-n>n—-1—-E>E'

Después de esto, el programa recursivo se consadetalmente correcta
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Ejercicios Verificacion (V)

Verificar lacorreccion total de los siguientegrogramas principales

Programa principal:
[* true*/
maxXY=max(x,y );
maxXZ=max(x,z );
maximo =max(maxXY ,maxXZ);
1. | /*(maximo=xV maximoc=yV maximo= z)A (maxima> X Amaxima> y A maxima> z) */

Especificacion funcion llamada:
max(int a ,intb)returnint maxAB
[* true*/
/*(maxAB=aVmaxAB=b)A(maxAB>aAmaxAB>b)*/

Programa principal:
[* y+5>5*/
z=Potencia (x,y —1);
Z=2Z *X;
I* z=x"*/

Especificacion funcion llamada:
Potencidint a ,intb)returnint pot
[*b>0%*

/* pot=a’*/
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Verificar lacorreccion total de los siguientegrogramas recursivos

sumSeri(int n) returnint sums<
*0<n*/

if (n==0)

sumS=0;

else

{
3. sumS=sumSerie (n—1);
sumS=sumS+n=*n;,
sumS=sumS+n;,

}

n
[Fsum= Y i>+i*/
i=1

mediaVectc(int [] A,inti)returnint medic
*1<i<n*
if (i ==n)

media =A[n]/n;
else
{
4. media =mediaVector (A,i +1);
media =media +(Ali |/n);
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Soluciones propuestas Verificacion (V)

Programa principal:
[*true*/
ml=max(x,y );
m2=max(ml,z );
[*(mM2=xvm2=yvm2=z)A(M2>xAm2>yAm2>z)*/

Especificacion funcion llamada:
max(int a ,int b)returnint maxAB
[*true*/
/*(maxAE=aV maxAE=b) A (maxAE>aA maxAE>b)*/

[*true*/ ml=max(x,y ); *(ml=xvmil=y)A(mi=xAmilx>y)*
(llamada a subprogr).

5 (ml=xVvmil=y)A(ml=xAmilxy)
" > (ml=xvml=y)A(m1=XxAmlx>y)Atrue

3.
*(ml=xvmil=y)A(mi1=x Aml>y)Atrue*/
m2=max(ml,z);
[*(ml=xvmil=y)A(m1=xAml>y)A(m2=mlv m2=z)A(m2>mlAm2=>z)*/
(llamada a subprogr)

(mi=xvmil=y)A(mi=xAml=y)A(mz=mlvmZ=z)A(mz=mlAmz>2z)
—(M2=XxVmM2=yVm2=2z)A(M2>=XAM2>yAm2>z)

[*(ml=xvmil=y)A(mi1=x Aml>y)*/ m2=max(ml,z );
[*(m2=xvm2=yvm2=z)A(mMm2>xAm2>yAm2>z)*/ (RCN2,3,4)

[* true*/

ml=max(x,y );

m2=max(ml,z );
[*(m2=xvm2=yvm2=z)A(m2=xAm2>yAm2>z)*/ (RCP1,5)
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Programa principal:
[* y+5>5*/
z=Potencia (x,y —1);
Z=2Z *X;
1* z=x"*/

Especificacion funcién llamada:
Potencidint a ,intb)returnint pot

[*b=0*/
/* pot=a"*/
1. y+525-y>0
2. [*y>0*z=Potencia (x,y —1); /* z=x"Y"Y* (por llamadaa subprogy.

3. /*y+5=5*z=Potencia (x,y —1); /*z=x""Y*/(RCN1,2)
4. z=xYV"Y> zxx=x"

5. [Fzxx=x"* z=zxx;[* z=x"*/ (AA)

6. [*z=xY"% z=2%x;/* 2=x"*/ (RCN4,5)

7. I*y+5>5*z=Potencia (x,y —1);z =z*x; /*z=x’*/(RCP3,6)
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sumSeri(int n) returnint sums<
¥0<n*/

if (n==0)

sumS=0;

else

{
3. sumS=sumSerie (n—1);
sumS=sumS+nx*n;
sumS=sumS+n;

}

n
[Fsum= Y i>+i*/
i=1

Caso simple: /* @A B*/ Pgppe 3 /¥ ¥*/

1. PAB=0<nAn=0-),i’+i=0

i=1

2. ) i%+i=0% sumS=0; /* sumS=Di’+i*/ (AA)
i=1 i=

i=1

3. *0<nAn=0%*sumS=0;/* sumS=> i’+i* (RCN1,2)

i=1

Caso inductivo: *®A-B* Pigucive ; ¥V */

n—-1
Hipétesis de Inducciore/*0 <n—1* sumS=sumSerign—1); /* sumS=) i*+i*/
i=1

4, dA-B=0<nAn#0-0<n—-0<n-1

n—-1
5. *0<n—1* sumS=sumSerién—1);/* sumS=>Y i’+i* (Hip.Ind.)

i=1

n-1
6. /*0<nAn#0* sumS=sumSerién—1); /* sumS=Y i’+i* (RCN4,5)

i=1

n—-1 n-1
7. sumS=) i%+i—sumStnxn=(D_i*+i)+nxn
i=1 i=1
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n—-1
/* sumSkn#n=(Y i%+i)+n*n* sumS=sumS+n#n;
8, =
I sumS=( D i*+i)+n*n* (AA)
i=1
n-1
/* sumS= Y i’+i* sumS=sumS+n#n;
9. o
/* sumS=(D i*+i)+n*n* (RCN7,8)

i=1

n—-1 n—1
sumS= (D i%+i)+n*n— sumStn=()_ i*+i)+(nxn+n)
10. = T
—sumSrn=(D_i%+i)
i=1

/* sumStn=>)_ i’+i* sumS=sumS+n;
11. et
[ sumS=)_i’+i*/ (AA)

i=1

n-1
/* sumS=( D i*+i)+n*n* sumS=sumS+n;
12. =t
/* sumS=Y i’+i*/ (RCN10,11)
i=1
13. *®A-B* Pigueivo ; I* ¥ */ (RCP6,8,12)
Terminacion: E=n

a) Caso simple# AB=n>=0An=0-n=0—-E>0
b) Caso inductivo:E'=n—-1

dA-B=n=0An#0—-E>0AE'>-1

dA-B=n>0An#0-n>n-1-E>E"'
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mediaVectc(int [] A,inti)returnint medie
*1<i<n*
if (i ==n)
media =A[n]/n;
else

{

4. media =mediaVector (A,i +1);
media =media +(Al[i |/n);

}

/* media= =%/
n

Caso simple: /* @A B*/ Pgppe 3 /¥ ¥*/

n

1 (22 AlKD)
' @Alesisn/\i:nH":'T:A[n]/n
(3 AlK])
X =A[n]/n* medi a=A[n]/n;
2, ~n
(2 AlK])
[* ":'T:media*/ (AA)

[*1<i<nAi=n*/ medi a=A[n]/n;
3. (2 Alk])
I mediaz":'T*/(RCNl,z)

Caso inductivo: *®A-B* Pigucive ; ¥V */

Hipétesis de Inducciér=/*1<i+1<n* nmedi a=nedi aVect or (A, i +1);

(3 AK)

k=i+1 */
n

/* media=

4, PdA-B=l<i<nAi#n—-l<i<n—-1l<i+1l<n
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[*1<i+1<n*/ media =mediaVector (A,i +1);
5. (2. Alk])

[* mediaz":'%*/ (Hip.Ind.)

[* ®A-B*/ media =mediaVector (A,i +1);

6. (2. Alk))
/*mediazk:'%*/ (RCN4,5)

> AlK])
/* mediat A[i]/n:":'T*/ media =media +(A[i ]/n); /*
8. ,
(2 ALK])
media= <=———*/ (AA)
n
(3 AlK)
I* mediaz":'%*/ media =media +(A[i |/n); /*
0. ,
(2 ALK])

media:":iT*/ (RCN7,8)

10. /*®AB* Pigucive ¥/ ¥ */ (RCP6,2)
Terminacion: E=n—i
a) Caso simple® AB=1<i<nAi=n-n-i=0—-E>-1
b) Caso inductivo:E'=n—(i+1)

PdA-B=l<i<nAi#n-1l<i<n-n—-i>0-E>—-1AE'>-2
dA-B=1<i<nAi#n-l1l<i<n-n-i>n—-(i+1)—-E>E'

87



i Departamento de L.S.I.

Fﬂ Metodologia de la Programacién

UPv EHU 2009-2010

4. DERIVACION

El proceso de la programacién conlleva inherentéenemores asociados, dado
gue la mayoria de las veces se hace intuitivamentede una manera razonada. Por
ello, cuanto mas automatico sea el proceso de®rgmacion, menor sera la
probabilidad de cometer errores.

La derivacién nos ayudara a deducir como se debera disefiaiograpna a
partir de una especificacion pre-post de una mana@nada, permitiéndonos ademas
obtener el programa perfectamente documentado.

Constara de cuatro pasos:

)] Especificacion Pre-Post:
Primero especificaremos formalmente cual es etiwbjelel programa
y Sus requisitos. La correccion del programa sspeacto a esta
especificacion.

i) Andlisis de casos:
Después analizaremos los posibles casos simpfekietivos y
deduciremos formalmente cudl sera el cédigo, qu serificando
parcialmente mientras se deduce.

iii)  Validacién de la induccion:
En este paso comprobaremos que la recursividae @rabn namero
finito de pasos.

iv) Programa documentado:
Finalmente, obtendremos el programa entero docaaent
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4.1 Derivacion de funciones recursivas

llustraremos con uejemplo cémo derivar programas recursivos. Trataremos de

escribir unprograma recursivo que calcule el productorio de Is n primeros nimeros
naturales.

)

Especificacion Pre-Post:

En este paso escribiremos la cabecera de la funegimsiva junto a su
especificacion Pre-Post.

ProductorioN(int n) returnint resul
PRE=/*n>0%*/

POST=/*resul=] [ i*
i=1

Analisis de casos:

Primero, estudiaremos los posibles casos simplEsor@emos que los casos
simples son aquellos que son tan triviales quaisdenm resolver sin utilizar la
recursividad.

a) Caso simple:

Como el objetivo es resolver un productorio destiastan, el caso simple
mas obvio serd cuando se cumpda1. Cualquier valor de n que cumpla esa
condicién hara que el productorio sea 1 (por damiaicio o porque sélo se
multiplica el 1).

1. n<1-]]i=1
i=1

2. F[]i=1%resul =1; /*[]i=resul*/ (AA)
i=1 i=1
3. I*®&AB*resul =1; *¥* (RCN1,2)
Por lo tanto, en el caso simple (cuando se cumpdd ) deberemos devolver
1 para satisfacer la postcondicion.

b) Caso inductivo:

La idea de la recursion sera ir decrementandolet da n que se le pase a la
llamada recursiva hasta llegar al caso trivial.aftip de la especificacion del ler
paso podemos deducirHipotesis de Induccion
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n—-1
[*n—1>0*resul =ProductorioN (n—1); /*resuI:Hi*/
i=1

Una vez tengamos la Hip6tesis de Induccion podaemmo®nzar a derivar el
caso inductivo. Partiremos de las propiedades gnieesos se cumplirdn en el caso
inductivo ( # A—~B ) e intentaremos deducir que se cumple la precidmdie la
H.l. (en este caso true):

1. n=0An>1-n-1>0

Ahora podremos aplicar la H.I. La llamada recursigageneralmente la
primera en el caso inductivo para facilitar nuestabajo.

n-1
2. *n—-1=0*resul =ProductorioN (n—1); /*resul=][i* (H.I.)
11

/*n>=0An>1*resul =ProductorioN (n—1);
n-1
*resul=]]i* (RCN1,2)
i=1
Sabiendo que tendremos en la variabiul el productorio desde 1 hasta n-1,

parece obvio que lo que tenemos que hacer pararasaisfaciendo la
postcondicion es multiplicar resul por n para obtexl multiplicatorio hasta n.

n—1 n
4. resul=]Ji—resulxn=]]i
=1 i=1

5. [resulsn=]]i* resul =resul xn; /*resul=]]i* (AA)

i=1 i=1
n-1 n
6. /*resul=]]i*/ resul =resul *n; /*resul=]]i* (RCN4,5)
i=1 i=1

[*dA-B*
resul =ProductorioN  (n—1);
7. resul =resul x*n;

Iresul=]i* (RCP3,6)

i=1

Ya hemos conseguido llegar a la postcondicion.

i) Validacion de la induccion:
En este paso validaremos la induccion igual gueamos verificando
programas recursivos.
E=n
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a) Caso simpll® AB=n>0An<1-0<n<l-E>-1
b) Caso inductivoE'=n—-1

dA-B=n=0An>1-E>1AE'>0

dA-B=n=0An>1-n>n-1-E>E'

iv) Programa documentado:

Finalmente, escribimos la funcidon completa conspeeificacion y el codigo
derivado:

ProductorioN(int n) returnint resul
PRE=/*n=0%*

if (n<1)
resul =1;
else

{

resul =ProductorioN  (n—1);
resul =resul *n;

}

}

POST=/*resul=] [i*
i=1
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4.2 Derivacion por inmersion

Dentro de la derivacidon de programas recursivagdesemos un caso especiak
derivados por inmersion

Diremos que un programa recursivo se ha derivadinpmersion cuando de la
especificacion propia del problema no sea posietezar un programa recursivo y se haga
necesario afladir nuevos parametros para poderddaeenrsivamente.

Un caso tipico (no siendo el Gnico) es el uso deoves. Por ejemplo, para sumar
todos los elementos de un vector la cabecera ftiigida funcion recursiva seria:

SumaVectc(int[] A) returnint sun

Pero no podemos hacer esta funcion recursivamainterno esta, ya que no
podemos descomponer el problema en trozos madlesmzsta llegar a un caso basico.
Entonces, ¢como podemos decirle a la llamada reauqsé trozo del vector le corresponde
sumar?.

La respuesta es: afiadiendo nuevos pardmetroso Aef llama derivar el
programa por inmersion. Si, por ejemplo, le afiadithas parametrasy j tales que
indiqguen que seccidn del vector tiene que sumaa tachada, obtendremosflancion
inmersora:

gSumaVect((int[ | A,inti ,int j)returnint gsun

De esta manera, podremos resolver la suma de todater pasando comaun 1y
comoj n:

sumaVectc(A)=gSumaVect( A,1,n)

De cara a la verificacién, como veremos a contiiquasdlo cambiara el primer
paso, donde habra que indicar la especificacidyinali la de la funcion inmersora y la
llamada a la inmersora equivalente a la original.
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Ejemplo: Derivar formalmente una funcién que sume todoglesentos de un vector.

i) Especificacion:
a) La especificacion original de la funcion:
SumaVectc(int[ | A)returnint sun
PRE=/*n>0%*

POST=/*sum=)_ A[Kk]*/

k=1
b) La especificacion de la funcién inmersora:
gSumaVect((int[ | A,inti ,int j)returnint gsun
PRE=/*1<i<j<n*

J
POST=/* gsum=Y A[K[*/

k=i
c¢) La llamada a la funcion inmersora equivalenigefancion original:
sumaVectc(A)=gSumaVect( A,1,n)

i) Analisis de casos:
a) Caso simple:

Cogeremos i=j como caso simple, es decir, cuandedeidén del vector a sumar
tenga un Unico elemento, ese elemento sera la deaaseccion.

2. /*Zj:_A[k]:A[i]*/gsum:A[i I; I gsum:Zj: A[Kk]*/ (AA)

k=i
3. [*®AB* gsum=A[i |; /*¥* (RCNL,2)
b) Caso inductivo:
Nuestra Hipotesis de Induccidn serd la siguiente:
i
*1<i+1<j<n* gsum=gSumaVectofA,i+1,j); /* gsum= > A[Kk]*
k=i+1

Sabiendo que en el caso inductivo se cumplird siendpA—-B , siendo la
condicién del caso simple i=j, deduciremos el codigl caso inductivo:

4, 1<i<jsnAi#j—1<i+1<j<n
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[*1<i+1<j<n* gsun=gSumaVect((A,i+1,j);

J
/*gsum= Y. A[k]*/ (Hip.Ind.)
k=i+1
/*1<i<j<n/\i¢j*/ gsun=gSumaVect((A,i+1,j);
/* gsum= Z A[k]*/ (RCN4,5)

k=i+1

Después de conseguir en gsum el sumatorio delneesold+1 hastg, sélo nos
falta sumarléA[i] para poder calcular el sumatorio destiastg (la
postcondicion):

J i
gsum= Y, Alk]— gsumr Ali|=) Alk
k=i

k=i+1
i
/* gsumt Ai]=Y A[k]*/ gsum=gsumtA[i]; /* gsurmZA / (AA)
k=i
/* gsum= Z Al K]*/ gsume gsumrA[i]; /* gsum:Z Alk]*/ (RCN7,8)
k=i+1 =i

[F1<i<j<nAi#j*
gsum=gSumaVector (A,i +1,]j);
gsum—gsum+A[' I;

I gsumzz Alk]*/ (RCP8,9)

Validaciéon de la induccién:

En las llamadas recursivas se incrementa en, d&manera quese acerque cada
vez mas &, hasta que finalmente (caso simple) sean iguBtasello, E= j—i

a) Caso simpl@ AB=1l<i<j<nAi=j- j—i=0-E>-1
b) Caso inductivoE'= j—(i+1)
PA-B=1l<i<j<nAi# |- j—i=1A|j—(i+1)=0->E>0AE'>-1

PdA-B=1l<i<j<nAi#j—o j—i>j—(i+1) - E>E'

iv) Programa documentado:
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gSumaVectc(int[ | A,inti ,int j)returnint gsun
PRE=/*1<i<j<n*

i{f (i ==j)
gsum=A[i |;
else

{

gsum=gSumaVector (A,i +1,j );
gsum=gsum-+Ali |;

}
i
POST=/* gsum= Y A[Kk|*/
k=i
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Ejercicios Derivacion

Decidir en cada caso si hace falta utilizar inntersi no:

1.
2.

Disefia un programa recursivo que calculdivaion entera x/y.

Disefla un programa recursivo qualtiplique los cuadrados de todos los
elementos de un vectode niumeros enteros.

Disefla un programa recursivo que caltalmedia de los elementos de un vector
de numeros reales

Disefia un programa recursivo que calcwé .
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Soluciones propuestas Derivacion

1. Disefia un programa recursivo que calculdilasion entera x/y.
1) Especificacion:

Division(int x ,int y)returnint div
PRE=/*x=0Ay>0*
POST=/*div=x/y*/

2) Andlisis de casos:
Caso simple: x<y

1. P&AB=x=0Ay>0Ax<y—-x/y=0
2. [*x/y=0*div=0/* x/ y=div*/ (AA)
3. [*®AB* div=0/*¥* (RCN1,2)

Caso inductivo:
Hip.Ind.: /* x—y>0Ay>0* div =Division(x—y,y);/* div=(x—y)/y*/
4, dAB=x=0Ay>0Ax=y—-x—y=>0

I* x—y=0Ay>0*di v=Division (x-y,y );
[* div=(x—1y)/ y*/ (Hip.Ind.)
[*®A-B* di v=Division (x-y,y );

[* div=(x—y)/y*/ (RCN4,5)

7. div=(x—y)/y-div+1=x/y
[*div+1=x/y*/ di v=di v+1;

8 jdiv=x/y* (AA)

9 [*div=(x—y)/y*/ di v=di v+1;
" [*div=x/y*/ (RCN7,8)

10 [*®dA-B* P;;

I*¥* (RCP6,9)
3) Validacion de la induccion:

En este caso, la expresion cota mas sencillaxserée ira decreciendo entre las
diferentes llamadas recursivas y siempre sera merainatural. Por lo tant&=x
a) Caso simpl®@ AB=x>0Ay>0Ax<y—-x>0—-E>-1
b) Caso inductivoE'=x—y
DdAB=Xx=0AYy>0AX=y—>X=0AX-y=>0—-E>—-1AE'>-1
OdA-B=x=0Ay>0AX=>y—>Xx>x—y—E>E'

4) Programa documentado:

97



i Departamento de L.S.I.
Fﬂ Metodologia de la Programacién
UPV EHU 2009-2010

Division(int x,int y) returnint div
PRE=/*x=0Ay>0%*/

{

if (x<y)

di v=0;

else

{

di v=Division (x—y,y );
div=div+1;

}

POST=/*div=x/y*/
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2. Disefna un programa recursivo qualtiplique los cuadrados de todos los elementos de
un vector de numeros enteros.

1) Especificacion:

MultiCuad(int [] A)returnint resu
PRE=/*n>=1*%/

1. n
POST=/*resul=] | Alk */
k=1
gMultiCuad(int [] A,inti ,int j)returnint gresu
) PRE=/*1<i<j=<n*

J
POST=/* gresu=[ | ALk
k=i

3.  MultiCuad( A)=gMultiCuad(A,1,n)
2) Andlisis de casos:
Caso simple:i=j

i
1. #AB=l<i<j<npai=j—l<i=j<n-]] AkP=A[i]

k=i
j j
2. IF[] AkFP=Ali|*Ali]* gresul=Ali |* A[i]; /* | | AlkP=gresul*/
k=i k=i
3. I*®AB* gresu=A[i|xA[i];/*¥* (RCN1,2)
Caso inductivo:
Hip.Ind.: /* 1<i+1<j<n*/gresul =gMul ti Cuad (A, i +1,j);

J
I* gresul= [ A[k]**/

k=i+1
4, dA-B=l<i<|j<nAi#j—-1<i+1<j<n
[*1<i+1l<j=<n*/ gresul =gMultiCuad (A,i +1,]);

J
> gresul= [ A[k]**/ (Hip.Ind.)
k=i+1
[*®A-B*/ gresul =gMultiCuad (A,i +1,]j);
6.

J
I*gresuk= [ Alk]**/ (RCN4,5)

k=i+1

j
7. gresul= [| AlkP—gresulxAli]>=] ] A[k[

j
k=i+1 k=i
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j
I gresulxAli =] | A[k]**/ gresul =gresul *A[i F;
8. o

J
I* gresul= | A[K]?/ (AA)

k=i

i
9 [* gresul= H A[k]**/ gresul =gresul *Ali |’;
' k=i+1

[*¥* (RCN7,8)
I*dA=B* Py ;

I*¥* (RCP6,9)

3) Validacion de la induccion:

10.

La expresion cota que utilizaremos seraya que la se acercardjehasta que sean
iguales. Por lo tanto,E= j—i

a) Caso simpld AB=1l<i<j<nAi=j- j—-i=0-E>-1
b) Caso inductivoE'= j—(i+1)
PA-B=1l<i<j<nAi# |- j—i>0A|j—(i+1)=0-E>0AE'>-1
PA-B=1l<i<j<nAi#j—o j—i>|—(i+1)>E>E"
4) Programa documentado:

gMultiCuac(int[ ] A,inti ,int j)returnint gresu
PRE=/*1<i<j<n*

i{f (i ==j)
gsum=A[i |*A[i |;
else

{

gsum=gMultiCuad (A,i +1,]);
gsum=gsumsx*Ali |*A[i |;

}
i
POST=/* gsum=] [ A[k >/
k=i
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3. Disefa un programa recursivo que caltalmedia de los elementos de un vector
1) Especificacion:

Medie(float [] A)returnfloat resu
PRE=/*n>=1*%/

1. n

POST=/*resul=)_ (A[k]/n)*/

gMedic(float [] A,inti,int j)returnfloat grest
) PRE=/*1<i<|j sn’_*/

J
POST=/* gresuk= Y (A[K]/n)*/

k=i
3.  Medig( A)=gMedic(A,1,n)
2) Andlisis de casos:
Caso simple:i=|

i
1. ®AB=l<i<j<nAi=j-l<i=j<n-D (A[k])/n)=A[i]/n
k=i

2. /*Zj:(A[k]/n):A[i]/n*/gr esul =Ali |/n; /*Zj:(A[k]/n):gresul*/(AA)

k=i k=i
3. I*®AB* gresul =Ali |/n; I*¥* (RCN1,2)
Caso inductivo:

Hip.Ind.: /* 1<i+1<j<n*/ gresul =gMedi a(A, i +1,j);
i
/* gresul= Y. (A[k]/n)*/

k=i+1
4, PdA-B=l<i<j<nAi#j-l<i+1l<j<n
[*1<i+1<j<n*/ gresul =gMedia (A,i +1,]);

J
> pegresul= Y (A[k]/n)* (Hip.ind.)
k=i+1
[*®A-B*/ gresul =gMedia (A,i +1, j);
j
6 gresul= Y. (A[k]/n)*/ (RCN4,5)
k=i+1
j j
7. gresul= Y. (A[k]/n)— gresuk-(Afil/n)=>_ (Alk]/n)

k=i+1 k=i
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i
/* gresuk-(Ali]/n)=>_ (A[k]/n)*/ gresul =gresul +(Ali |/n);
8. j k=
I* gresul=Y_ (A[k]/n)*/ (AA)

I*gresul= Y, (A[k]/n)* gresul =gresul +(A[i]/n);
9. kTiJrl
/* gresuk= Y (A[k]/n)*/ (RCN7,8)

k=i

10. *®&A-B*/ P;; [*¥*/ (RCP6,%)
3) Validacion de la induccion:

La expresion cota que utilizaremos seraya que la se acercardjehasta que sean
iguales. Por lo tanto,E= j—i
a) Caso simpld AB=1l<i<j<nAi=j- j—-i=0-E>-1
b) Caso inductivoE'= j—(i+1)
PA-B=1l<i<j<nAi# |- j—i>0A|j—(i+1)=0-E>0AE'>-1
PA-B=1l<i<j<nAi#j—o j—i>|—(i+1)->E>E"
4) Programa documentado:

gMediz(float| | A ,inti ,int j)returnfloat gresu

PRE=/*1<i<j<n*

{
f(i==j)

gresul =

else

{

gresul =gSumaVector (A,i +1, ] );
gresul =gresul +(Al[i |/n);

}
i
POST=/* gresuk= Y (A[K])/n*/

k=i

Ali |/n;
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4. Disefia un programa recursivo que calcue .
1) Especificacion:

Potenci¢(int x,int y) returnint pot
PRE=/* y=0%/
POST=/* pot=x’*/

2) Andlisis de casos:
Caso simple: y=0
1. &AB=y=0Ay=0-y=0-x'=1
2. [*x'=1*pot =1; /* pot=x"*/ (AA)
[*®AB* pot =1; [*¥* (RCN1,2)
Caso inductivo:

w

Hip.Ind.: /¥ y—1>0%* pot=Potencia x , y—1); /* pot=x’""*/
dA-B=y>0Ay#0->y>0-y—-1>0

[* y—1=>0%* pot=Potenci¢(x, y—1);/* pot=x"""*/ (Hip.Ind.)
/* d A~ B*/ pot=Potencid x ,y—1); /* pot=x’"""* (RCN4,5)

N o &

pot=x""— pot* x=x"

/* potx x=x"*/ pot =pot *X;
I* pot=x"*/ (AA)

/* pot=x’"'*/ pot =pot *X;
/* pot=x"*/ (RCN7,8)
[*®dA-B* P;;

/< ¥* (RCP6,9)

3) Validacion de la induccion:

10.

En este caso, la expresion cota mas sencillayserée ira decreciendo entre las
diferentes llamadas recursivas hasta llegarRor lo tantoE=y
a) Caso simpl AB=y>0Ay=0-y=0—-E>-1
b) Caso inductivoE'=y—1
dPA-B=y>0Ay#0—- y>0-E>0AE'>-1
dA-B=y>0Ay#0->y>0->y>y—-1-E>FE'

4) Programa documentado:
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Potenci¢(int x,int y) returnint pot
PRE=/* y>0%/

{

if (y==0)
pot =1,

else

{
pot =Potencia (x,y —1);
pot =pot *X;

}

POST=/* pot=x"*/
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